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Predgovor

Rad na ovom udZbeniku zapoceo je 2015. godine na osnovu mojih predavanja na kolegiju Kvantna teorija polja na
Odjelu za fiziku Sveucilista u Rijeci. Kolegij je dio Diplomskog studija Fizika i studenti koji ga upisuju u pravilu
moraju imati poloZene kolegije iz opcih fizika (4 semestra), matematicke analize (2 semestra), linearne algebre (2
semestra), matematickih metoda fizike (2 semestra, ukljucuje kompleksnu analizu), klasicne mehanike (osnovni i
napredni, 2 semestra), klasi¢ne elektrodinamike (osnovni i napredni, 2 semestra) i kvantne mehanike (osnovni i na-
predni, 2 semestra). Vladanje gradivom iz navedenih kolegija je apsolutno nuzno da bi se kolegij i udZbenik, barem u
razumnoj mjeri, mogli svladati. Kolegij je obavezan za studente koji se specijaliziraju za teorijsku fiziku elementarnih
Cestica unutar smjera Astrofizika i fizika elementarnih Cestica, a izborni na smjerovima Fizika ¢vrstog stanja i Atomska
i molekulska fizika.

Kvantna teorija polja je ogromna materija i bilo je teSko odluciti se §to ukljuciti u osnovno gradivo kolegija.
Jedno prirodno ogranicenje je satnica kolegija (40 sati nastave i 20 sati vjezbi), drugo je Cinjenica da je ovo prvi
kolegij na studiju fizike u Rijeci na kojem se studenti ozbiljnije susreCu s kvantnom teorijom polja (na kolegiju
Napredna kvantna mehanika rade se osnove druge kvantizacije elektromagnetskog polja), a tree ogranicenje dolazi
od toga da kolegij upisuju studenti razli¢itih usmjerenja. Stoga je udZbenik strukturiran na modularan nacin. Postoji
jezgra koja je, s veCom ili manjom teZinom, namjenjena svim studentima neovisno o usmjerenju i koju sacinjava
gradivo poglavlja/odjeljaka koji nemaju nikakvu posebnu oznaku. Na tu osnovu dodana su poglavlja s izbornim
gradivom, oznacena zvjezdicom (*) koja se mogu individualno pridijeliti i prilagoditi studentima u skladu s njihovim
interesima. Iako je originalna ideja bila dati koliko-toliko balansirani prikaz koji bi bio podjednako koristan kako za
fiziku kondenzirane materije tako i za fiziku elementarnih Cestica, navedena ogranicenja su dovela do toga da je teZina
ipak viSe stavljena na relativisticke kvantne teorije polja. Ipak, smatram da kolegij i udzbenik mogu biti od izuzetne
koristi i studentima koji specijaliziraju teorijsku fiziku kondenzirane materije, nuklearne ili atomske fizike jer e
nauditi osnove formalizma, ukljucujuéi primjenu simetrija, koje potom mogu samostalno primijeniti za proucavanje
aspekata kvantne teorije polja relevantnih za njihova podrudja istraZivanja. Takoder treba reci da je veliki naglasak
dan na kvantnu elektrodinamiku koja je relevantna za sve navedene grane fizike.

Pri izradi udZbenika sam kao izvore ili predmet inspiracije primarno koristio pet izvora. Prvi i najvaZniji je
knjiga Matthew D. Schwartza Quantum Field Theory and The Standard Model (2014., Cambridge Univ. Press), iz
koje sam u odredenoj mjeri preuzeo strukturu i logicki slijed iznoSenja gradiva i koja je prije izrade udzbenika Cinila
osnovnu obaveznu literaturu na kolegiju. Osnovno gradivo u udZbeniku i na kolegiju se ugrubo preklapa s prvih
16 poglavlja ove knjige. Takoder sam se sluzio dvama "klasicima", udzbenicima Stevena Weinberga The Quantum
theory of Fields Ii Il (1995. i 1996., Cambridge Univ. Press), te Michael E. Peskina i Daniel V. Schroedera An
Introduction To Quantum Field Theory (1995., Westview Press). Posebno otkrice je bila knjiga Anthony Duncana The
Conceptual Framework of Quantum Field Theory (2013., Oxford Univ. Press, u kojoj je razjaSnjeno dosta stvari koje
su u standardnim udZbenicima uglavnom "gurnute ispod tepiha" ili samo ovla$ spomenute.

Nadam se da ¢e ovaj udZbenik, kao i sam kolegij, doprinijeti rastu interesa za proucavanje kvantne teorije polja,
koja ve¢ viSe od pola stoljeéa predstavlja glavni i vrlo uspje$ni matematicki formalizam ne samo za trenutno vazeci
fundamentalni opis prirodnih zakona (Standardni model fizike elementarnih Cestica je kvantna teorija polja), vec i
za efektivno razumijevanje vaZnih pojava u fizici kondenzirane materije te atomske i nuklearne fizike. Dobro razu-
mijevanje kvantne teorije polja je ujedno nuzno za proucavanje formalizama koji pretendiraju objasniti kvantizaciju
gravitacije i/ili ujedinjenje sila. Kako smo jos daleko od potpunog razumijevanja strukture i svojstava kvantnih teorija
polja oni koji krenu ovim putem mogu ocekivati uzbudljivo putovanje.

Za kraj, zahvalio bih se svima koji su doprinjeli tome da je ovaj udZbenik ugledao svjetlo dana. Lista ukljucuje
sve moje profesore koji su me poducavali kvantnu teoriju polja, sve suradnike i kolege s kojima sam diskutirao o
ovoj problematici i na taj nacin produbljivao svoje znanje, studente zbog kojih je udZbenik i napisan, a na prvom
mjestu moju suprugu od koje sam dobijao podrSku i kad sam na knjizi radio u ¢udna doba dana, odnosno no¢i, i
na neobi¢nim geografskim Sirinama (dio udZbenika je napisan tijekom zajednic¢kog boravka u Japanu). Takoder bih
se zahvalio doktorandima Mateu PauliSi¢u i Ivanu Vukovicu, koji su uocili i ispravili veliki broj greSaka prisutnih
u ranijim verzijama rukopisa. Posebne pak zahvale idu studenticama Ivani Babi¢ i Antoneli Matijasi¢ i studentima
Mateu Topalovicu i Toniju KodZomanu koji osim $to su pronasli i ispravili poniZavajuée (po autora) velik broj greSaka,



su ujedno svojim sugestijama pomogli udZbenik uciniti boljim u svakom pogledu.

OZujak 2021.g. Predrag Dominis Prester



Poglavlje 1

Uvod

Nas ¢e zanimati opis u kojem su osnovni objekti polja — veliCine definirane u svakoj tocki prostora u svakom trenutku
vremena koje ¢emo oznacavati kao ¢;(x,t). Primjer ovakve teorije je elektrodinamika u kojoj su fundamentalni
objekti elektri¢no i magnetsko polje, E(x,t) i B(x,t).!

1.1 Otkud polja?

Dva su osnovna puta koja vode do opisa putem polja, pa tako imamo “fundamentalna” i “efektivna” polja. Funda-
mentalni pristup je kad pokuSavamo konstruirati teoriju koja “uistinu” opisuje prirodne pojave, a najpoznatiji primjeri
su u fizici elementarnih Cestica. Efektivni pristup je kad konstruiramo teoriju koja opisuje neki sustav ili pojave u
nekoj ograni¢enoj domeni (npr. energija ili udaljenosti), a najpoznatiji primjeri su u fizici kondenzirane materije. No,
kako se za prili¢an broj teorija za koje se u proslosti mislilo da su fundamentalne ispostavilo da su samo efektivne,
moZda sli¢no vrijedi i za elektrodinamiku odnosno Standardni model fizike Cestica, u smislu da su to efektivne teorije
koje daju dobar opis samo na dovoljno niskim energijama. Stoga je razgrani¢enje na fundamentalne i efektivne teorije
Cesto varljivo u smislu da i "fundamentalne" teorije imaju ograni¢enu domenu primjene.

1.1.1 Primjer konstrukcije efektivne teorije polja

Razmotrimo uniformnu jednodimenzionalnu kristalnu reSetku sacinjenu od N > 1 istovrsnih atoma takvu da je u
ravnoteznom poloZaju razmak izmedu prvih susjeda (konstanta resetke) jednak ¢. Ukoliko nema drugih stupnjeva
slobode, konfiguracija sustava u nekom trenutku ¢ je odredena pomakom svakog atoma od ravnoteZnog poloZaja
{q1(t),...,qn(t)}. Posto su brzine atoma puno manje od brzine svjetlosti moZemo pretpostaviti da je dinamika
odredena akcijom oblika

N
s—faL=[a [”;a}_jlq'z ~V({lda — al}) (1.11)

Ako su pomaci maleni, te ako dominantno medudjelovanje dolazi od prvih susjeda, moZemo razviti potencijalnu

energiju u Taylorov red
N

K
V=32 (@a — 1)+ (1.12)
a=1
Pretpostavimo da nas zanimaju pojave Cije karakteristi¢ne prostorne skale su puno vece od konstante resetke £ (npr.
valovi titranja Cija valna duljina A zadovoljava A >> ¢). Tada moZemo prijeci na efektivni opis putem kontinuumskog
limesa ¢ — 01 N — oo tako da drzimo L fiksiran (tzv. termodinamicki limes). U tom slu¢aju moZemo uvesti polje

U fizici se vektori u prostoru najéeiée ozna¢avaju masnim slovom, npr. x = Z ili E = E, pa ée se i ovdje koristiti ta konvencija.



o(z,t), takvo da je

Alatst) = [ 0

tako da u termodinami¢kom limesu moZemo pisati

1 dp(z,t) N 1 (L
K(Qa-&-l( — qa(t —>\/> pla, ) ;("')ﬁg/o dr (--) (1.1.3)

(Valjanost druge relacije se moZe provjerit uz pomoé Zévzl 1=Ni fOL dxr = L = N/.) Akcija postaje

Oy Jp K
_ 2 ) 2:7 2
S—>Sef_/d [ <8t> 5 <8x> + ] ., m 14 (1.1.4)

gdje je d*x = dt dx.

Efektivna akcija u (1.1.4) opisuje teoriju polja s dinami¢kim poljem ¢(z,t) poznatu kao slobodna Klein-Gordo-
nova teorija polja u (1 4+ 1) dimenzija (jedna vremenska () i jedna prostorna (z) dimenzija). Zanimljivo je da je
ova efektivna teorija polja relativisti¢ka iako smo u (1.1.1) krenuli od nerelativistickog mikroskopskog opisa. Kako
primjer koji smo razmotrili nije izolirani sluc¢aj ove pojave, moZemo zakljuciti da je proucavanje relativistickih
teorija polja vazno i u fizici kondenzirane materije, a ne samo u fizici elementarnih cestica.

1.2 Specijalna relativnost

Primjena principa specijalne relativnosti na teorije polja vodi na relativisticke teorije polja koje su od izuzetne
vaznosti u fizici elementarnih Cestica. Specijalna relativnost znaci da grupa simetrija dane teorije sadrzi Lorenztovu,
odnosno Poincaréovu grupu. Ovdje éemo saZeti samo najvaZznije aspekte specijalne relativnosti, i na ovu temu ¢emo
se vratiti ponovo u poglavlju 4.

Najelegantniji pristup specijalnoj relativnosti je geometrijski koji je razvio H. Minkowski. U tom pristupu 3-
dimenzionalni prostor i vrijeme se moraju promatrati zajedno kao (1 4 3)-dimenzionalni prostorno-vremenski konti-
nuum kojeg karakterizira metrika Minkowskog. Inercijalni promatraci mogu odabrati koordinate u prostor-vremenu
ot = (ct, %) = (ct,x', 2% 23), gdje je c brzina svjetlosti u vakuumu, takve da je metrika dana s

3 3
ds* = Pdt? — dx* = (d2®)? — (dz')? — (da?)? — (dz3)? = Z an“’ dzt dx” = ny, dat da” (1.2.1)
pn=0rv=0

gdje je +/|ds?| invarijantna (“vlastita”) udaljenost izmedu dvije infinitezimalno bliske tocke s koordinatama z* i
z# 4+ dz*. U (1.2.1) uveli smo par konvencija. Jedna je da indeksi oznaceni slovima gr¢kog alfabeta (npr. pu, v, a)
poprimaju vrijednosti od O do 3. Druga je takozvana Einsteinova konvencija o sumiranju po kojoj se podrazumijeva
sumiranje po svakom grékom indeksu koji se u nekom monomu pojavljuje samo jedanput na gornjem mjestu i samo
jedanput na donjem mjestu.

Veli¢ina 7, je metricki tenzor prostora Minkowskog. U “inercijalnom Kartezijevom” koordinatnom sustavu s
koordinatama x*, koriStenom u (1.2.1), njegove komponente se mogu napisati u matricnom obliku kao

Nuw = (1.2.2)

o= O O
_ o O O

0
-1

0 —

0

o O O

gdje je redak oznacen indeksom p a stupac indeksom v.



Jedna karakteristika svakog metrickog prostora su transformacije koje ¢uvaju oblik metrickog tenzora, tzv. izome-
trije, koje Cine grupu. U slucaju prostor-vremena Minkowskog ova grupa se naziva Poincaréova grupa. Iz Cinjenice
da metricki tenzor ne ovisi o to¢ki u prostor-vremenu x moZemo zakljuciti da Poincaréove transformacije moraju biti
linearne, tj. oblika

ot — ' = AP, ¥ — at (1.2.3)
gdje A*, i a* ne ovise o x. UvrStavanje (1.2.3) u (1.2.1) uz zahtjev izometrije 1, — 77;/w = 1w daje uvjet na A¥,
Moo APy A%y = 1y (1.2.4)

S druge strane a* je proizvoljan. Interpretacija a* je oita — radi se o translacijama u prostor-vremenu. Sto se
A*, tice, analizom (1.2.4) moZe se pokazati da se opCi element ovih transformacija (koje nazivamo Lorentzove
transformacije) moZe dobiti kompozicijom prostornih rotacija, specijalnih Lorentzovih transformacija (“boostova’)
koje povezuju dva inercijalna sustava koja se gibaju konstantnom brzinom jedan u odnosu na drugog, transformacije
zrcaljenja u prostoru (“paritet”) te vremenske inverzije. Lorentzove transformacije u uZem smislu (prave Lorentzove
transformacije) oznacavaju podgrupu koja je generirana samo translacijama, rotacijama i boostovima.>

Ideja koriStenja simetrija je konstruiranje objekata koji se “lijepo” transformiraju na simetrije, koje potom koris-
timo kao “Lego-kockice” u konstrukciji sloZenijih fizikalnih veli¢ina i jednadZbi gibanja. Matemati¢kim rje¢nikom
receno, trazimo ireducibilne reprezentacije grupe transformacija. Najjednostavnija veli¢ina je skalar S — veli¢ina
koja je invarijantna na transformacije, tj. S’ = S. Za sloZenije objekte ideja vodilja je zakon transformacije koordi-
nata (1.2.3) pa tako definiramo kontravarijantni Lorentz-vektor VV# kao objekt koji ima 4 komponente i koji se na
Poincaréove transformacije transformira kao

VH 5 VI =AM, VY (1.2.5)

Generalizacijom ove ideje dolazimo do definicije Lorentz-tenzora ranga n, 1T+#1#2#»_ kao veliine koja ima 4"
komponenti i ¢iji zakon transformacije na Poincaréovu grupu glasi

THLH2 TRz = AR AB2 L AR VY2 VR (1.2.6)

tj. svaki indeks se transformira kao vektorski indeks.
Metricki tenzor se moZe koristiti za tzv. spusStanje indeksa na na¢in

THk=1 Bi1 i = AR (1.2.7)

Indeks koji se nalazi “dolje” se naziva kovarijantni indeks i transformira se na Lorentzove transformacije na sljedeci
nacin
V=V, =AY, (1.2.8)
gdje iz (1.2.4) slijedi da A" zadovoljava
ANy = N"AP =6, (1.2.9)
gdje je o), Kroneckerov (ili jediniCni) tenzor. U matri¢noj notaciji, matrica A" je naprosto transponirani matri¢ni
inverz matrice A, .

Da bi definirali operaciju dizanja indeksa prvo definiramo metricki tenzor s indeksima “gore” kao matricni inverz
metrickog tenzora n*¥ = (nw)_l, tj. zahtijevajuéi

NP Nop = Mpp ™ = 0y, (1.2.10)

U slucaju metrike Minkowskog iz (1.2.2) ocito slijedi

(1.2.11)

oo o
oo~ o
|
oo o
—_ o oo

2Ova podgrupa karakterizirana je time da je svaki element neprekidno povezan s jedinicom, tj. identi¢nom transformacijom.
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Koriste¢i n*¥ moZemo definirati operaciju dizanja indeksa na nacin
Vi =nt"V, (1.2.12)
i analogno za tenzore viseg ranga. OCito je da vrijedi
My = Nupn”™” =0, (1.2.13)

Tenzori koji su povezani dizanjem ili spuStanjem indeksa se obi¢no oznacavaju istim slovom, a medusobno se
raspoznaju po rasporedu indeksa. Za tenzore koji imaju r indeksa gore i k indeksa dolje kazemo da su tipa (r, k)
iranga n = r + k. Pored samog tipa tenzora, vazno je paziti na redoslijed indeksa jer tenzori opcenito ne moraju
posjedovati nikakvu simetriju na zamjene redoslijeda indeksa (iako neki vaZni tenzori posjeduju takve simetrije, npr.
metricki tenzor je simetrican na zamjenu indeksa pa redoslijed pisanja indeksa nije vazan.)

Posto ¢e nas zanimati teorije polja, definirat ¢emo tenzorsko polje kao “glatko” pridruZivanje tenzora odredenog
tipa svakoj tocki prostor-vremena. Na primjer, tenzorsko polje tipa (1, 0) (vektorsko polje) oznacavamo s V#(x,t) =
VH(x), gdje oznakom x oznaCavamo tocku u prostor-vremenu (“dogada;j”), §to znaci i pripadne 4 koordinate u prostor-
vremenu. Na Poincaréovu transformaciju (1.2.3) tenzorsko polje se transformira tako da se transformira prostorno-
vremenska tocka i tenzorske komponente u skladu s gore opisanim. Na primjer, tenzorsko polje ranga (1,1) se
transformira kao

T, (x) = TH, (2") = AP, AT TP () ot = A, 2 — at (1.2.14)

"Najjednostavnije" tenzorsko polje je skalarno polje ¢(z) koje se transformira kao
o'(2') = ¢(x) (1.2.15)

i stoga éemo ga Cesto Koristiti kao primjer u razvijanju osnovnih koncepata koji nisu vezani uz spin.
Kada govorimo o poljima, potrebno je definirati i njihove derivacije. Lako se vidi da se diferencijalni operator

0
0= Ggn

transformira kao kovarijantni 4-vektor, tj., d;, = A,,”0,, pa kad djeluje na tenzor tipa (r, k) daje tenzor tipa (r, k + 1).
MoZemo definirati i pridruZeni operator

0
ot =n"o, = — (1.2.16)
Ox,,
koji kad djeluje na tenzor ranga (r, k) daje tenzor ranga (r + 1, k). Cesto ée nam se u izrazima pojavljivati linearni
diferencijalni operator

1 92

DEa}uauchQ@

& (1.2.17)

koji se naziva D’Alembertov operator i koji je Lorentz-skalar, O’ = O.
Jedna vazna posljedica relacije (1.2.4) je |det(A)| = 1, iz Cega slijedi da je jakobijan transformacije + — 2’
jednak 1, $to pak znaci da je volumni element d*z u integraciji Poincaré-skalar,

/d4x’(...):/d4az(...)
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U kvantnoj fizici nas zanimaju projektivne reprezentacije grupe simetrija za koje je pravilo mnoZenja reprezen-
tirano do na slobodnu fazu.? 1z tog razloga, tenzori dobijeni generalizacijom (tj. tenzorskim produktom) Lorentz-
vektora nisu najopéenitije konacnodimenzionalne ireducibilne reprezentacije koje ¢e nas zanimati. Toc¢nije receno,
ove reprezentacije ¢e nam opisivati polja cjelobrojnog spina (bozonska polja), dok ¢emo za polja polucjelobrojnog
spina (fermionska polja) morati pronaci dodatnu vrstu tenzora, odnosno tenzorskih polja. Kako se za sada zbog opce-
nitosti ne Zelimo previse oslanjati na Lorentzove simetrije, razradu reprezentacija Lorentzove grupe odloZit ¢emo za
poglavlje 4.

1.3 Zasto kvantizirati polja?

Zasto uopée razmatrati kvantizaciju polja? Na primjeru elektrodinamike mozemo vidjeti razlog — klasic¢na elektrodi-
namika daje opis zraCenja crnog tijela koji vodi na ultraljubicastu katastrofu. Planckovo rjesenje problema, koje je
u skladu s opaZanjima, je da se kvantizira energija modova titranja EM polja na nacin da energija dolazi u "paketi¢ima
energije" (kvantima) iznosa

Eyx = hwy = helk| (1.3.1)

gdje je k valni vektor moda titranja i & = h/(27) gdje je h Planckova konstanta. Pokazuje se da kvantna elektrodi-
namika u potpunosti objaSnjava Planckovu ad hoc proceduru.

1.4 Jednocesticna relativisticka kvantna mehanika?

U nerelativistickoj (kra¢e NR) kvantnoj mehanici broj Cestica je o€uvan i moZe se konzistentno napisati Schrodinge-
rova jednadZba za fiksan broj Cestica. U slucaju jedne Cestice u vanjskom polju ona glasi

2
R _

2
thor = 2mv 4+ V()Y (1.4.1)

gdje je V' (x) potencijalna energija i 1/(x, t) valna funkcija Cestice. Standardna Bornova interpretacija je da je Pxg =
|1(x,t)|? gustoéa vjerojatnosti pronalaska Cestice u trenutku ¢ u okolini to¢ke x. Ova interpretacija je potkrepljena
¢injenicom da je ovako definirana vjerojatnost lokalno sacuvana, tj. postoji pripadna struja dana s:

. Zh * *
INR = —5 (V" Vi = Vyr) (1.4.2)
m
takva da Schrodingerova jednadZzba garantira zadovoljenje jednadzbe kontinuiteta

OPNr
ot

+V-jnr =0

Kao $to znate s kursa iz klasi¢ne elektrodinamike, ova jednadZba kontinuiteta je samo matematicki zapis lokalnog
sacuvanja vjerojatnosti nalazenja Cestice u nekom volumenu V/, koji je dan integralom fv d*x Pxr(t, x).
Da i postoji relativisticka generalizacija? Razmotrimo radi jednostavnosti slobodnu Cesticu. Jednostavnom pri-
mjenom analogije
L 0 .
E —ih o , p — —thV

na relativisticki izraz za energiju slobodne Cestice
E? = 62p2 +m2t (1.4.3)

dolazimo do relativisticke generalizacije (1.4.1) dane s

$Matemati¢kim Zargonom, to znai da nas ne zanima Poincaréova grupa definirana s (1.2.3), ve¢ grupa pokrivanja ove grupe, tj. najmanja
grupa koja sadrzi Poincaréovu grupu a koja je jednostruko povezana.
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Oy + (%)Z p=0 (1.4.4)

gdje je O definiran u (1.2.17). Ova jednadZba se naziva Klein-Gordonova jednadZzba (iako ju je prvi napisao Sc-
hrédinger) i, kao Sto ¢emo kasnije elaborirati, opisuje Cestice spina (. Veli¢ina u zagradi definira tzv. reduciranu
Comptonovu valnu duljinu Cestice A.:

N

mc

Ac

Moze se pokazati da za genericko rjeSenje jednadZbe (1.4.4) vrijedi

% Ex|Yx,H2#0 — /d3x|1,b(x,t)]2 A1 Wt (1.4.5)

Sto znadi da v(z) ne moZe igrati ulogu amplitude vjerojatnosti. U stvari, lako se pokaze da u teoriji postoji sa¢uvani
4-vektor struje dan s:

h
Ju= 5o = VA 9t =0 (1.4.6)

koja nam sugerira da bi gustoca vjerojatnosti P(x) trebala biti dana s:

0
p_ 7 _ ih
c 2mc?

) ) d
(w*¢—¢¢*) . 2 PxPa@) =0 (1.4.7)

Ova pretpostavku dodatno pojacava zapaZanje da je struja j,, naprosto relativisticka generalizacija 3-struje j iz (1.4.2).

Vjezba 1.4.1: Dokazite (1.4.6).
RjeSenje:

2
Ot o< D (W* M — p OMp*) = o Op — p O™ = — (%) (" —pp*) =0

gdje smo u predzadnjoj jednakosti koristili Klein-Gordonovu jednadzbu (1.4.4).

No, ova konstrukcija relativisticke jednoCesticne kvantne mehanike ima (barem) dva problema. Prvi problem
je da za svako fizikalno prihvatljivo rjeSenje Klein-Gordonove jednazbe (1.4.4) koje je svojstveno stanje energije sa
svojstvenom vrijednosti &/ > 0, a koje ima oblik:

Vi) = xp(x) e E (1.4.8)

postoji pridruZeno rjeSenje negativne energije £ = —|E| dano s:

V() = x|p (%) e PN = x g (x) 1EIT (1.4.9)

Na primjer, rjeSenja za slobodnu Cesticu koja su svojstvena stanja impulsa su

WD (@) = o eh (PBe

b a2 , By = £/ p?c? +m2ct (1.4.10)

Ovo neocekivano dupliranje rjeSenja je matematicka posljedica Cinjenice da je Klein-Gordonova jednazba drugog
reda u derivaciji po vremenu, za razliku od Schrodingerove jednadZzbe koja je prvog reda. Vidimo da spektar energija
viSe nema minimum jer je neograni¢en odozdo. Ovo postaje veliki problem ukoliko Klein-Gordonova ¢estica medu-
djeluje s nekim poljem, npr. elektromagnetskim. U tom slucaju Cestica koja se nalazi u stanju s negativnom energijom
bi mogla spontano ubrzavati emitirajuéi sve vecu i vecu koli¢inu zracenja, dovodeéi do tzv. problema nestabilnosti
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vakuuma.* Posto u stvarnosti nikad nismo uo¢ili ovakvu pojavu "ni¢im izazvanog" zraenja, smatramo da je nesta-
bilnost vakuuma nefizikalna pojava. Obratite paZnju da je zbog prirode relativisticke disperzijske relacije (1.4.3) ovaj
problem nuZno prisutan u svim relativistickim jednadzbama.

Drugi problem je da P(x), definiran kao u (1.4.7) nije pozitivno definitan, jer (0, x) i ¢(0, x) &ine nezavisne
pocetne uvjete koje moZemo po volji odabrati (uz uvjet da su to glatke i normalizabilne funkcije). Slijedi da P(z) ne
moze biti gustoca vjerojatnosti.

MozZemo vidjeti da ova dva problema nisu potpuno razvezana. Za rjeSenja (1.4.8) i (1.4.9) vrijedi:

E

Pele) = o

X ()l (14.11)
iz ¢ega vidimo da rjeSenja s pozitivnom energijom zadovoljavaju uvjet pozitivnosti vjerojatnosti, dok stanja s nega-
tivnom energijom imaju negativnu "vjerojatnost". To bi znacilo da funkcija P(x), definirana u (1.4.7), ne ispunjava
nuZne uvjete koji mora ispunjavati gustoca vjerojatnosti.

Na ovom mjestu Citatelj bi mogao pomisliti da se oba ova problema mogu rijeSiti na nain da se stanja s negativnim
energijama proglase nefizikalnima i naprosto odbace. No, tu se javlja problem jer stanja s pozitivnom energijom ne
tvore potpuni skup stanja i procedura odbacivanja "polovice" rjesenja postaje nejasna u slu¢aju medudjelovanja s
nekim vanjskim poljem (npr. elektromagnetskim). Gustoca vjerojatnosti superpozicije stanja pozitivnih energija
tokom vremena postaje indefinitna, tj. P(z) nakon nekog vremena nece biti svugdje pozitivan.

Pored navedenog, odbacivanje stanja negativnih energija u jednocCesti¢noj interpretaciji vodi na problem naruSenja
kauzalnosti. To se najlakSe vidi analiziranjem izraza za amplitudu vjerojatnosti da ¢e slobodna Cestica kojajeut =0
bila lokalizirana u tocki u prostoru xg biti pronadena u kasnijem trenutku ¢ > 0 u okolini tocke x. Amplituda je dana
S

3
U(t) _ <X‘e_th/h’X0> _ /d3p <X‘€_th/h‘p><p‘Xg> :/ d°p e—it\/p202+m2c4/h eip(x—xo)/h

(2mh)3
1 yi .
Rl YT e— /dpp sin(p|x — xo) e itV PPHme?/h (1.4.12)
212 h?|x — x|
0

gdje smo koristili (1.4.10) i uzeli kao fizikalna samo stanja s pozitivnom energijom. Integral u gornjem izrazu se
moZe napisati pomocu Besselovih funkcija. No, za nasSe potrebe dovoljno ¢e biti razmotriti podrucje u kojem je
|x — x¢| > ct, za koje gornji izraz priblizno daje

mce

U(t) o exp (— -+ (x —x0)2 — (ct)2) (1.4.13)

gdje je (nei§Cezavajuci) faktor proporcionalnosti racionalna funkcija od |x — xp| i ¢. Vidimo da je u ovom podrucju
U(t) # 0, §to je u suprotnosti s kauzalnos$c¢u specijalne relativnosti jer su tocke (¢, x) i (0, x¢) medusobno prostornog
tipa 1 nikakva fizikalna informacija ne bi smjela moci proputovati izmedu njih (a kamoli Cestica).

Pokazuje se da su ovi problemi, koji su svi vezani uz jednocesti¢nu interpretaciju, neotklonjivi. Kasnije éemo
vidjeti da se problemi javljaju i u pokus$aju konstrukcije jednocesti¢ne formulacije relativisticke kvantne teorije Cestica
spina 1/2. Kako nije nisSta bolja situacija sa ¢esticama drugih spinova, dolazimo do sljedeceg zakljucka:

[ Kombiniranje specijalne relativnosti i kvantne fizike nije konzistentno sa sauvanjem broja Cestica. ]

Stoga moramo pretpostaviti da prostor stanja ukljucuje proizvoljan broj Cestica.’

*Cak i ako se &estica u pocetku nalazi u stanju pozitivne energije, ako je vanjsko polje dovoljno jako moZe postojati nezanemariva vjerojat-
nost prelaska u stanje negativne energije.

>Naravno, teorije u kojima su sve &estice slobodne mogu biti konzistentne sa specijalnom relativnosti. no to su tzv. "trivijalne" teorije u
kojima nema medudjelovanja. Jo$ jedan izuzetak od ovog opceg pravila predstavlja posebna klasa interagirajucih teorija u dvije prostornovre-
menske dimenzije koje su vrlo simetri¢ne (tzv. integrabilne teorije) i u kojima se rasprSenje Cestica svodi samo na promjenu faze stanja i/ili
vrste Cestica, ali ne mijenja impulse Cestica.
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U stvari postoji jedan jednostavan, iako pomalo grub, argument koji objasnjava zaSto pokusaj lokalizacije Cestice
"puca" na skali Comptonove valne duljine \.. Zbog relacija neodredenosti Axz; Ap, > h/2 kad god pokuSavamo
lokalizirati ¢esticu u nekom malom volumenu njeno stanje ¢e sadrZavati svojstvena stanja velikog impulsa, pa time i
energije. U trenutku kada neodredenost koju unosimo u iznos impulsa postane reda veli¢ine Ap ~ mc, neodredenost
u energiji postaje AE = /c2(Ap)2 + m2c* — mc? ~ mc?, pa dolazi do moguénosti kreiranja jo3 jedne Cestice.
Sjetimo se da specijalna relativnost govori da se razliciti oblici energije u principu mogu transformirati jedan u drugi
tako da u ovom procesu nema niSta ¢udno — energija koju unosimo da bi lokalizirali ¢esticu transformira se u tvorbu
jos jedne, nove, Cestice. Koristeéi relaciju neodredenosti vidimo da ¢e se to dogoditi kad pokusamo lokalizirati Cesticu
na volumen (Ax)3, gdje je:

Ax ~ i = A
mc
Cinjenica da postoji moguénost da detektiramo viSe Gestica govori da vise ne moZemo govoriti o jednoCestiénom
stanju. Posto je Comptonova valna duljina za Cestice koje nalazimo u prirodi vrlo malena (npr. lako se izracuna da
je za elektron A\, ~ 4 x 10~ m), §to vodi na male efekte u nerelativistickom reZimu (koji se mogu perturbativno
tretirati).

Vidjet ¢emo da ispravno kvantizirano Klein-Gordonovo polje prirodno posjeduje prostor stanja koji se sastoji
od neogranicenog broja Cestica. Pri tome ¢emo pokazati da su stanja negativne energije povezana s prisustvom
antiCestica, te da je struja j, povezana s lokalnim saCuvanjem naboja (npr. elektrinog), a ne s jednoCesticnom
vjerojatno$¢u pronalaska Cestice u nekom volumenu.

1.5 Prirodni sustav jedinica

U relativistickim kvantnim teorijama pokazuje se spretnim definirati prirodni sustav jedinica u kojem je

c=1 , h=1 (Prirodni sustav jedinica)

Na kraju racuna moZemo se vratiti u SI mjerni sustav tako da ubacimo potencije od % i ¢ na nacin da dobijemo
ispravne SI jedinice. Npr. ako u nekom racunu dobijemo da je neka energija dana s £ = 5m, gdje je m neka masa,
onda u SI sustavu ova relacija glasi £ = 5mc?. Ako je pak neka energija u prirodnom sustavu jedinica dana s £ = 3w,
gdje je w neka (kutna) frekvencija, onda u SI sustavu ova relacija glasi £ = 3hw.

Od sad nadalje koristit ¢emo prirodni sustav jedinica. Od Citatelja se oekuje da je u stanju prevesti svaku relaciju
u ST sustav.
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Poglavlje 2

Klasic¢na teorija polja

2.1 Lokalna polja i njihova dinamika

Pretpostavimo da je sustav opisan skupom lokalnih polja ¢,.(z) = ¢.(x,t), gdje indeks r = 1,...n oznaCava
razli¢ita polja koja postoje u teoriji (ili spinske komponente), koja poprimaju vrijednosti u skupu realnih ili komplek-
snih brojeva. Pod rije¢i "lokalno" podrazumijevamo da su i medudjelovanja lokalna, tj. putem vezanja polja u istoj
tocki prostor-vremena (nema trenutnih medudjelovanja na daljinu). Najjednostavniji oblik jednaZbi gibanja za ovakav
sustav su parcijalne diferencijalne jednadzbe.

Tijekom ovog kolegija pretpostavit ¢emo da su klasi¢ne jednadZbe gibanja najviSe drugog reda u derivaciji po
vremenu. Razlog je $to jednazbe koje imaju vise derivacije po vremenu od druge Cesto pate od razlicitih problema,
poput akauzalnosti, nefizikalnih stupnjeva slobode i dr.

Primjer 2.1.1: Najjednostavnija relativisticka jednadZba gibanja za polje ima oblik

Op=f(p), @)= fas" 2.1.1)
n=0

gdje je p(x) neko skalarno polje koje medudjeluje samo sa sobom putem funkcije f(¢) za koju se obi¢no pretpos-
tavlja da je analiti¢na (a vrlo Eesto je polinom). Clan s n. = 0 se uvijek moZe eliminirati jednostavnom redefinicijom
polja tako da se s polja ¢(x) prijede na polje ¢(x) = @(x) — @o gdje je konstanta g nul-tocka funkcije f(¢p),
f(v0) = 0. Nakon ove redefinicije lako se pokaZe da polje ¢(x) zadovoljava jednadzbu (2.1.1) u kojoj umjesto f(¢p)
stoji funkcija f(@) = f(¢) za koju po definiciji vrijedi fo = f(wg) = 0. Uskoro éemo vidjeti da iz zahtjeva sta-
bilnosti vakuuma slijedi da funkcija f(¢) mora imati barem jednu nul-tocku, pa se ovo ponistenje konstantnog ¢lana
moZe uvijek napraviti u fizikalno interesantnim teorijama. Stoga ¢emo od sada automatski pretpostavljati da su
sva polja definirana na nacin da nema konstantnih ¢lanova u jednadzbama gibanja.

Primjer 2.1.2: Maxwellove jednadZbe za elektromagnetsko polje vezano na vanjsku elektri¢nu struju opisanu 4-
vektorskim poljem j# = (p, j), koje napisane pomocu vektorskog polja 4-potencijala A" glase

04, — 0,(8,4") = j, (2.1.2)

Komponente elektri¢nog i magnetskog polja, koje su mjerljive veliCine, sadrZane su u tenzoru jakosti elektromagnet-
skog polja F),, = 0, A, — 0, A,. Ova teorija posjeduje baidarnu invarijantnost, tj. invarijantna je na transformacije
A, — AL = A, + 0ux. gdje je x proizvoljno skalarno polje, koje ne mijenjaju mjerljive veliCine u klasi¢noj teoriji.
Bazdarne transformacije omogucavaju da odabirom baZdarenja pojednostavimo jednadZbu gibanja. 1z (2.1.2) slijedi
da je za ovu svrhu najbolje odabrati tzv. Lorenzovo baZdarenje definirano s 9, A* = 0, koje vodi na jednadZbe gibanja

DAM = Ju

Spretno svojstvo ovih jednadzbi gibanja je da su razvezane, $to bitno olakSava rjeSavanje.
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2.2 Lagrangeov princip najmanje akcije

2.2.1 Akcijai Euler-Lagrangeove jednadzbe

Gotovo sve zanimljive teorije koje se proucavaju u fizici mogu se formulirati putem principa najmanje akcije. Ukoliko
se konfiguracija sustava moZe opisati pomocu s generaliziranih koordinata {qi, . . ., ¢s }, princip najmanje akcije kaze
da postoji funkcional S[g|, zvan akcija, koji ima oblik

Sl = [ dt Liate). (0. 2.
Funkcija L se naziva lagranZzijan.! Za fiksan izbor pocetne i konaéne tocke, qu@y = q(ti) i qp) = q(ty), akeija
posjeduje ekstrem na klasi¢noj trajektoriji (tj. rjeSenju klasi¢ne jednaZbe gibanja). Analizom varijacije akcije moZe se
pokazati da ée klasi¢no rjesenje zadovoljavati sljedece jednazbe gibanja

d oL IL

605 =0 %87(]]_37(]]_ )

7=1,...,s
koje se nazivaju Euler-Lagrangeove jednadzbe.

Generalizacija na polja je prilicno direktna — umjesto ¢(t) = {¢;(¢)} imamo skup polja ¢(z) = {¢,(x,t)}. 1z
zahtijeva lokalnosti slijedi da lagranzijan L mora biti lokalan, tj. oblika

L= / Bx L((z), d(x), Vo(x), V(x), VV(x),...,z) (2.2.2)

gdje je L gustoca lagranZijana (u teorijama polja obi¢no se ova veli¢ina naziva lagranZijan pa ¢emo i mi to preuzeti).
U relativistickim teorijama polja moZe se pojaviti samo 4-derivacija 0,,, ane dp i V odvojeno, pa slijedi da akcija
mora biti oblika

Slé] = / a4 £(6(z), 8,0(z), 7) (223)

Euler-Lagrangeove jednadzbe koje slijede iz (2.2.3) su

oL oL
8Mm—%—0 y T—].,...,n (224)

Ukoliko je sistem zatvoren (tj. izoliran), lagranzijan ne moZe eksplicitno ovisiti o x.

2.2.2 Matematicki intermezzo: funkcionali i funkcionalne derivacije

Lagrangeov i Hamiltonov formalizam koriste matematicke veli¢ine koje se nazivaju funkcionali. Funkcional F'[¢] je
funkcija koja djeluje na prostoru polja, tako da svakom polju (ili kompletu polja ako ih ima vise) ¢(z) definiranom
na d-dimenzionalnom prostoru (ili prostor-vremenu) 2 € R¢, pridruZuje broj (realni ili kompleksni, ovisno o funkci-
onalu) na gladak nacin. Primjeri funkcionala su akcija, gdje je najcesce d = 4, i hamiltonijan, gdje je najcesée d = 3.
Za polja obicno pretpostavljamo da dovoljno brzo i§¢ezavaju u prostornoj beskonacnosti, limy|_q o(x,t) =0, tako
da rubni ¢lanovi koji nastanu primjenom parcijalne integracije po prostoru i§€ezavaju (postoje izuzetci gdje treba biti
oprezan, poput teorija s topoloski netrivijalnim rubnim uvjetima ili teorija sa spontanim lomom simetrije).

'U (2.2.1) podrazumijeva se da je lagranZijan funkcija svih generaliziranih koordinata i njihovih derivacija po vremenu, tj. ¢(t) oznatava
{q1(¢),...,qs(t)}, aq(t) oznatava {qi(t), ..., qds(t)}. Ova konvencija se podrazumijeva u cijelom udZbeniku.
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Derivacija funkcionala ili funkcionalna derivacija se definira pomocu varijacije polja: ako napravimo infinitezi-
malnu varijaciju ¢(x) — ¢(z) + d¢(x) onda se funkcionalna derivacija d F'/d¢(x) definira putem relacije

SF[6] = Flo-+6¢] - Flo| = [ d'os6(0) 5(2)

Ukoliko je funkcional lokalna funkcija polja i konacnog broja derivacija polja

Flg] = / 412 (D), (), -1 Oy - Oy ()

gdje je f sada obi¢na funkcija svojih varijabli, onda se moze pokazati da se funkcionalna derivacija od F' svodi na
obicCne derivacije

SF i of
5o (x) 8 + Z Oy -+ Oy FICH ...3ﬂj¢(33)) (2.2.3)

7j=1

Uocite da je akcija (2.2.3) lokalni funkcional s £ = 1. Vidimo da uvrStavanje k£ = 1 u (2.2.5) daje
6o oL 9 oL

0gr(x)  O¢r(x) " O(Ougr(2))

pa iz zahtjeva ekstremalnosti akcije na klasi¢nim rjeSenjima teorije direktno slijede Euler-Lagrangeove jednadzbe
(2.2.4).

Vjezba 2.2.1: Dokazite (2.2.5).

Varijacija lokalnog funkcionala je dana s

IR ) VRS . 8, b
oFid) = [ s 3 o b )+ X gy O Bt

Nakon $to iskoristimo Cinjenicu da varijacija komutira s derivacijama ($to je oCito iz definicije varijacije), tj.

0(Opuy -+ Oy @()) = Oy -+~ O 06()

potom parcijalno integriramo tako da derivacije s d¢ prebacimo na drugi ¢lan, te na kraju zanemarimo povrsinske
¢lanove (dobijene primjenom Gaussovog poucka na integracije totalnih derivacija) jer pretpostavljamo da polja iSCe-
zavaju na plohi koja omeduje volumen integracije, dobijemo (2.2.5).

Napomena: Razmotrimo valjanost pretpostavke o iS¢ezavanju rubnog ¢lana u integraciji na slucaju funkcionalne
derivacije akcije (2.2.3). PovrSinski integral dobijen Gaussovim pouckom u ovom slucaju glasi

/dt/d3xa[ Md)r)aqs}:y{daua(;imm:o

Zatvorena ploha po kojoj se integrira se sastoji od ploha t = ¢; i t = ty, na kojima je ¢ = 0 pa stoga ne doprinose,
i trodimenzionalnog cilindra u beskonacnosti na kojem je |x| = co. Standardna pretpostavka je da polja is¢ezavaju
dovoljno naglo za |x| — oo tako da i integral po cilindru i§¢ezava. Sve skupa dobijamo da plo3ni integral iSCezava.

U manipulacijama koje ukljucuju akciju Cesto se susreéu ovakvi povrSinski integrali i pri tome ¢emo koristiti istu
vrstu pretpostavke o iS¢ezavanju polja “u beskonacnosti”’, odnosno na plohi koja omeduje volumen integracije. Kao
posljedica u takvim racunima ¢emo koristiti sljedecu relaciju
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/ d'r A9,B" = — / d*z (0,A)B" (2.2.6)

jer je razlika izmedu lijeve i desne strane povrSinski ¢lan za koji pretpostavljamo da iScezava. Ipak, treba uvijek biti
na oprezu jer se mogu dogoditi situacije u kojima se ova logika ne moZe primijeniti, npr. u teorijama s topoloski
netrivijalnim rubnim uvjetima ili teorijama u kojima postoji spontani lom simetrije.

2.2.3 Relativisticke teorije polja

Koji uvjet mora zadovoljavati akcija da bi pripadna jednadZzba gibanja dobijena iz Euler-Lagrangeove jednadzbe bila
manifestno Lorentz-kovarijantna, tj. imala tenzorski oblik? Iz (2.2.3) i &injenice da je d*z Lorentz-invarijantna mjera
integracije slijedi da

Gustoca lagranZijana £ mora biti Lorentz-skalar (do na totalnu derivaciju).

Ukoliko su ¢, tenzorska polja i ukoliko u £ koristimo operacije koje Cuvaju tenzorski karakter (linearno kombi-
niranje istovrsnih tenzora, vanjski produkt tenzora, kontrakcija indeksa) tada ¢e Euler-Lagrangeove jednadZbe ocito
dati manifestno Lorentz-kovarijantne jednadzbe gibanja. U tom smislu se tenzorska polja mogu koristiti kao Lego
kockice. Dolazimo do vaZne konstatacije:

LagranZzijanski formalizam je manifestno Lorentz kovarijantan.

Rije¢ manifestno znaci da su sve relacije i medurelacije koje se dobiju na prirodan nacin (tj. kovarijantnim pro-
cedurama) iz akcije kovarijantni, a ne samo izrazi koji opisuju mjerljive veli¢ine. Vidjet éemo da za Hamiltonov
formalizam to ne vrijedi. To je razlog zaSto je Lagrangeov formalizam vrlo prikladan za relativisticke teorije.

Primjer 2.2.2: Realno skalarno polje ¢(x) (¢* = ¢). Razmotrimo lagranzijan oblika

1 m2

L=5(0u0)00) =V(p) . V)= 7902 + Vint () (2.2.7)

Dio lagranZijana koji ne sadrZi derivacije po polju smo oznacili s V(¢) i nazivat cemo ga potencijal skalarnog polja.
Iz razloga koji ée ubrzo biti jasniji, iz potencijala smo izvukli kvadratni ¢lan u polju, koji je opisan parametrom m?
za koji éemo u nastavku uglavnom pretpostavljati da zadovoljava m? > 0 u kojem slucaju éemo m = V'm?2 nazivati
masom polja.” Slu¢aj kad je parametar m? < 0, koji je obi¢no vezan uz pojavu spontanog loma simetrije, razmotrit
¢emo u odjeljku 2.5.2.
Za Euler-Lagrangeovu jednadzbu trebaju nam
oc 9 dVint oL

—m , _9E o (2.2.8)
dp L (9up) v

Sto uvrsteno u (2.2.4) daje
0,00 +V'(p) =0

$to je jednako (2.1.1) nakon identifikacije f = —)V'.

Razlog nazivu masa za parametar m ée se vidjeti nakon kvantizacije ove teorije polja. Ukratko, ukoliko je Vint(¢) = 0, klasi&na teorija
posjeduje rjeSenja u obliku ravnih valova dana s p(z) = Acos(k -  + a), gdje valni 4-vektor zadovoljava k* = m?. Posto kvantizacija
svakom modu k pridjeljuje kvant-Cesticu impulsa p = k i energije Ep = k° = /p2? + m2 vidimo da m igra ulogu mase Gestice pridruZene
polju ¢. Ovaj argument se jednostavno generalizira na relativisticka polja viSeg spina.
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Primjer 2.2.3: Kompleksno skalarno polje ¢(x). Posto akcija i lagranZijan moraju biti realni, u slu¢aju kompleksnog
skalarnog polja analogon od (2.2.7) je

L = (9,9")(0"p) — m*¢*p — Ving (0" 0) (2.2.9)

Pjesacki nacin za pronalaZenje jednadZbi gibanja je uociti da ako predemo na realna skalarna polja definirana kao
realni i imaginarni dijelovi polja ¢, tj.

<P=\}§(<P1+i¢2) . o), ea(a) €R

Uvrstavanje u (2.2.9) i koristenje ¢* = (1 — ip2)/+/2 daje

2

1
L= Zl [(Ouspr) (0%pr) — m202] — Vine (63 + 03)

Vidimo da se teorija sastoji od dva realna skalarna polja jednakih masa m, koja medudjeluju putem potencijala Viy.
Euler-Lagrangeove jednadzbe nam daju

aVint
Oy

Dgor+m2g0r—i— =0 , r=1,2

Vidimo da su te dvije jednadzbe ekvivalentne sljede¢oj kompleksnoj jednadzbi

aVint
Op*

D<p+m2g0+ =0

Ovu jednaZbu smo mogli dobiti direktno iz (2.2.9) tako da smo prilikom primjene Euler-Lagrangeove jednadZbe pret-
postavili da su ¢ i ¢* dva polja koja moZemo tretirati kao nezavisna. Ovaj “trik” éemo kasnije redovito primjenjivati.

Zadatak 2.2.1: Elektrodinamika. PokaZite da za lagranzijan £(A,,, 0, A,, x) dan's

1 1
L= _EFWFW — Aty = _E(BMAV — 0,A,)(OFAY — 0V AF) — AFj, (2.2.10)

gdje je j*(z) vanjska 4-struja koja je fiksna, Euler-Lagrangeova jednadzba daje za jednazbu gibanja
04, — 0,0,A" = j,

Sto su upravo Maxwellove jednadzbe (2.1.2).

2.3 Simetrije i Noetherin teorem

Simetrije predstavijaju jedan od temelja u razvoju naseg razumijevanja prirode i njenih zakonitosti i bile su kljucne u
konstrukciji Standardnog modela fizike Cestica. U klasi¢noj fizici simetrije su transformacije na fizikalnim varijablama
(poljima u naSem slucaju) koje ne mijenjaju oblik jednazbi gibanja. PoSto je kompozicija simetrija po definiciji sime-
trija, inverz simetrije je simetrija, a nedjelovanje mozemo identificirati s "jedinicom" (u smislu kompozicije simetrija),
slijedi da simetrije uvijek ¢ine grupu s obzirom na operaciju kompozicije. Stoga je razumijevanje matematicke te-
orije grupa i njihovih reprezentacija izuzetno vazan alat u teorijskoj fizici bez kojeg je potpuno razumijevanje
simetrija nemogucde. U teoriji polja varijable su lokalna polja pa se transformacije simetrije mogu opisati kao

px) = ¢'(a") ,  z—a 2.3.1)
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Postoji nekoliko nac¢ina na koje mozemo klasificirati simetrije, od kojih je osnovni podjela na diskretne i kontinu-
irane simetrije. Druga osnovna podjela je na interne za koje je ' = x i na prostorno-vremenske za koje x’ # x.

Kontinuirane simetrije se uvijek mogu, bar lokalno, parametrizirati skupom realnih brojeva, i to nam omogucava
da definiramo infinitezimalne simetrije. U sluCaju n-parametarske simetrije u teoriji polja infinitezimalne transforma-
cije opéenito imaju oblik:?

¢T($) — ¢;‘(x) = ¢r($) + 5e¢r($) ) 5e¢r(x) = Z]:'r(a) [ﬁa($), ¢(l‘)] , T — ¥ =x+ dex (2.3.2)
a=1

gdje su €,(x) proizvoljne infinitezimalne funkcije koje parametriziraju kontinuiranu simetriju i gdje je funkcional
Fl %, (2), ¢(z)] linearan u e, (z). Zahtjev lokalnosti trazi da je funkcional F\” [e, (), ¢(x)] lokalna funkcija polja
o(x), €4(x) i eventualno konacnog broja njihovih derivacija.

Interne kontinuirane simetrije karakterizira d.z = 0. Primjeri prostorno-vremenskih kontinuiranih simetrija ko-
jima ¢emo se baviti na ovom kolegiju su simetrije na translacije u prostor-vremenu, te Lorentzove simetrije u relati-
vistickim teorijama polja. Kontinuirane simetrije, neovisno da li su interne ili prostorno-vremenske, se dodatno dijele
na dvije potkategorije — globalne simetrije u kojima je parametar transformacije konstantan (e(x) = ¢) i lokalne
simetrije u kojima su €, (x) proizvoljne (infinitezimalne) realne funkcije (u okviru fizikalnih ogranicenja kao §to je
ovisnost u limesu |x| — 00). U slucaju globalnih simetrija (2.3.2) moZemo napisati kao

der(z) = Z ea [ (2)] , r— 2 =1+ (2.3.3)
a=1

gdje su sada fr(a) [¢(x)] funkcije samo od polja ¢,.(x) i konaénog broja njihovih derivacija.

Posto su u teorijama koje poStuju princip najmanje akcije jednadzbe gibanja odredene akcijom, invarijantnost
akcije na transformacije garantira postojanje pripadne simetrije.* Stoga je Lagrangeov pristup posebno pogodan
za prouCavanje simetrija. NajvaZniji rezultat je izraZen putem Noetherinog teorema koji uspostavlja vezu izmedu
kontinuiranih simetrija i lokalno sacuvanih struja i pripadnih naboja.

U ostatku odjeljka éemo detaljno razmotriti Noetherin teorem za najvaZznije od navedenih potkategorija simetrija.
U racunima ¢emo pretpostaviti da je sustav opisan akcijom oblika (2.2.3), no rezultati koje ¢emo dobiti mogu se
prirodno poopditi na akcije oblika (2.2.2).

2.3.1 Kontinuirane interne simetrije
Globalne interne simetrije

U ovom slucaju koristimo (2.3.3) uz .z = 0
n

Sepr(z) = eafi® () (2.3.4)

a=1

gdje su fﬁa) (x) lokalne funkcije polja ¢, i njihovih derivacija, a €, su infinitezimalni realni parametri. Ovakve tran-
sformacije se nazivaju globalne interne transformacije, gdje rije¢ "globalno" oznacava da su parametri transformacije
€, konstante u prostor-vremenu. Ako su transformacije povezane sa simetrijama, onda akcija mora biti invarijantna
na njihovo djelovanje, tj.

05 = S[¢)] = S[gy] =0 (2.3.5)
Razmotrimo sada transformaciju (2.3.4), ali tako da umjesto konstantnih ¢, pretpostavimo da se radi o (proizvoljnim
infinitezimalnim) funkcijama €, (). Iz oblika akcije (2.2.3) onda slijedi da varijacija akcije mora biti oblika

Se@yS = / d'x eq(x) Aalx) + ) / d*z jH(x) Opeq () (2.3.6)

3U najopéenitijem slu¢aju funkcije f,ga) bi mogle imati i eksplicitnu ovisnost o x. No, kako ¢emo mi pri analizi simetrija uvijek pretpostav-
ljati da je teorija simetri¢na na translacije u prostor-vremenu, ova eksplicitna ovisnost o  ne moZe postojati.
4Obratite paznju da ne vrijedi obrat tvrdnje — moguée je da postoje simetrije jednazbi gibanja koje nisu posljedica invarijantnosti akcije.
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gdje su A i jé‘a ) neke veli¢ine koje su funkcije polja i njihovih derivacija koje ovise o to¢nom izgledu lagranzijana i

funkcija f;a). Ako stavimo da je € konstantan, onda iz (2.3.5) slijedi .A(z) = 0. Koriste¢i ovo, i parcijalnu integraciju
u drugom ¢lanu?, vidimo da (2.3.6) moZzemo napisati kao

Oc(z)S = — Z/d4x €a(x) Oujh () (2.3.7)

Ako sada stavimo u (2.3.7) da polja ¢, zadovoljavaju jednadZbe gibanja (tj. Euler-Lagrangeove jednadZzbe) dobijamo
da d(,)S = 0 jer to mora vrijediti za svaku varijaciju oko klasi¢nih rjeSenja, pa onda i za varijaciju (2.3.4). Iz toga, i
Cinjenice da je e(x) proizvoljan, slijedi

Ougk(xz) =0 kad ¢, zadovoljavaju E-L jednadzbe. (2.3.8)

Dobili smo da svaka od n "struja" j4 (x) zadovoljava jednadZbu kontinuiteta, &ija fizikalna interpretacija je lokalno
sacuvanje neke velic¢ine ("naboja"). Ako definiramo ukupni naboj tipa a sadrzan u trodimenzionalnom prostornom
volumenu V' u nekom danom trenutku ¢ kao

Qur(t) = / i j0(x, ) (23.9)
1%

onda iz (2.3.8) slijedi

anV _ _/ dSXv 'ja — _% da.ja (2310)
dt 1% S(V)

gdje je S(V') dvodimenzionalna zatvorena ploha koja je rub volumena V. Vidimo da je promjena naboja @, sadrza-
nog u nekom volumenu, jednaka koli¢ini naboja koja "iscuri" kroz plohu koja obuhvaéa volumen, tj. imamo lokalno
sacuvanje naboja ("lokalno" u ovom kontekstu znaci da se naboj ne moZe teleportirati, ve¢ samo kontinuirano trans-
portirati).

Ukoliko za volumen V' uzmemo cijeli prostor, te pretpostavimo da polja opadaju u beskonacnosti dovoljno brzo
tako da povrsinski integral na plohi u beskonacnosti iS¢ezava, iz (2.3.10) slijedi

dQa(t)
dt

—0 el Qu)= [ dxidx) 23.11)

zasvakia =1,...,n.
U zakljucku:

Noetherin teorem: Ukoliko akcija posjeduje globalnu kontinuiranu simetriju tada za svaki ne-
zavisni kontinuirani parametar pridruZen simetriji postoji pripadna struja koja je sacuvana kad su
jednadzbe gibanja zadovoljene.

Napomene:
e Simetrije moraju biti kontinuirane. Za diskretne grupe simetrija ne postoji pripadna sacuvana struja.
e Ukoliko je teorija polja relativisticka, struje j su 4-vektorska polja.

e Moze se dogoditi da integral u (2.3.11) divergira za fizikalne konfiguracije polja. U tom slucaju nema sacuvanog
naboja. Primjer je spontani lom simetrije koji ¢emo razmotriti u odjeljku 2.5.3.

>MoZemo uzeti e(z) koji dovoljno brzo i§¢ezava u beskonaénosti tako da rubni ¢lan koji se javlja i¢ezava, tj. § dayej” = 0. Uotite da je
ovo jedan primjer upotrebe relacije (2.2.6).
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U najopéenitijem slucaju invarijantnost akcije na neku varijaciju u lokalnim teorijama polja povlaci da je varijacija
lagranzijanske gustoCe totalna derivacija u prostor-vremenu. U relativistiCkim teorijama polja slijedi da mora vrijediti

5L = ,F" (2.3.12)

gdje je F!' neki lokalni funkcional polja ¢(x) linearan u parametru varijacije e.
Poseban slucaj internih simetrija je kad je ne samo akcija ve¢ i lagranZijan invarijantan na internu transformaciju
(2.3.4). U tom slucaju mozemo otici i korak dalje

oL oL oL .
0= 6 L= Z {8¢r(5 (r/)r (a#(br)(se(a,ugbr)} = Z: |:&¢r - au(w] 5e¢r + za:ﬁa 5#]5 (2~3~13)

gdje smo koristili 6.0,,¢, = 0,,0c¢, 1 napravili parcijalnu integraciju. Primjenom (2.3.4) dobijamo da su struje j4
dane s

Z fra (lagranzijan invarijantan na simetriju) (2.3.14)
a( u¢r

Ukoliko sada nametnemo Euler-Lagrangeove jednadZzbe na (2.3.13), vidimo da ¢lan u uglatoj zagradi iS¢ezava i
dobijamo da vrijedi zakon saduvanja (2.3.8) za struje j4'. Dobitak u odnosu na opéi slu¢aj je da smo dobili eksplicitni
izraz za saCuvane struje, dan u (2.3.14).

Primjer 2.3.1: Kompleksno Klein-Gordonovo polje. Razmotrimo lagranzijan dan u (2.2.9). Vidljivo je da je lagran-
Zijan invarijantan na interne transformacije A

O (x) = e ") (2.3.15)
gdje je a proizvoljan konstantan realni parametar. O¢ito se radi o jednoparametarskoj kontinuiranoj grupi transforma-
cija pa ocekujemo postojanje jedne pridruZene sacuvane struje koju mozemo dobiti primjenom (2.3.14). Ako uzmemo

da je a = ¢ infinitezimalan parametar, onda transformacija (2.3.15) postaje

dep(x) = —iep b (x) = iep”(x)
pa vidimo da su funkcije f, u ovom slucaju dane s f = —ip, f* = ip*. Primjenjujuéi trik u kojem polja ¢ i *
tretiramo kao nezavisna, te koriétenjem (2.2.9)1(2.3.14) dobijamo
I = O O = (0 e+ i)
8@#@) 9(Oup*)
Pripadni sacuvani naboj je
Q=i [ @x[pp" - $*y] (2.3.16)

Usporedbom s (1.4.7) mozemo vidjeti da je, do na konstantni faktor, ovo upravo sacuvana veli¢ina koju smo bezus-
pjesno pokusali identificirati s jednoCesticnom amplitudom vjerojatnosti detektiranja Cestice prilikom (neuspjeSnog)
pokusaja konstrukcije jednocesti¢ne relativisticke kvantne mehanike. Kasnije ¢emo vidjeti da ovakva vrsta grupa
simetrije (tzv. U (1) grupa) objasnjava sacuvanje elektri¢nog naboja.

Primjer 2.3.2: Realno Klein-Gordonovo polje. Razmotrimo lagranZijan (2.2.7) s kvarti¢kim potencijalom

1 m?
L == a 2 e 2 Y 4
5 (Oup)” — 9" = A
koji se obi¢no naziva ¢* teorija. Ovaj lagranZijan je invarijantan na internu transformaciju ¢’ = —¢. No, ovog

puta radi se o diskretnoj grupi transformacija, tj. grupi koja ima konacan broj elemenata (dva, +1) i ne posjeduje
kontinuirani parametar. Stoga ne postoji pridruZena sacuvana struja.
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Lokalne interne simetrije

Pretpostavimo da je akcija neke teorije polja invarijantna na n-parametarsku grupu lokalnih transformacija, ¢iji infi-
nitezimalni oblik je

S (x Z]—““) ()] , dx=0 (2.3.17)

gdje su sada parametri transformacije €, (x) proizvoljne realne (infinitezimalne) funkcije. Pripadne simetrije se na-
zivaju lokalne interne simetrije (ili baZdarne simeterije) a teorija polja koja ih posjeduje bazdarna teorija polja.
Ocito je da lokalne simetrije sadrze u sebi globalne simetrije, dane s e(x) = € = konst.. Dobro poznati i supervazni
primjer bazdarne teorije polja je elektrodinamika, ¢iji lagranzijan smo konstruirali u zadatku na kraju odjeljku 2.2.3.
Znamo da je akcija elektrodinamike invarijantna na jednoparametarsku lokalnu internu transformaciju danu s:

A (@) = Au(@) + Ope(x) . Ju(a) = ju(2)

Bazdarne simetrije igraju posebnu vaznu ulogu u kvantnoj teoriji pa éemo detaljniju analizu ostaviti za kasnije. Ovdje
¢emo samo napomenuti da se dugo vremena smatralo da u elektrodinamici i "bratskim" bazdarnim teorijama samo
podgrupa globalnih simetrija vodi na sacuvane naboje (Sto bi znacilo da u elektrodinamici postoji samo jedan sacuvani
naboj, elektri¢ni). Danas se zna da ta slika nije potpuna i da u stvari postoji beskonacni toranj saCuvanih naboja. Za
razliku od elektri¢nog naboja, ovi drugi naboji imaju puno suptilnije fizikalno znacenje, npr., daju objasnjenje za tzv.
meke teoreme (soft theorems) u analizi amplituda rasprSenja te za tzv. efekat memorije vakuuma (memory effect).

2.3.2 Prostorno-vremenske simetrije: translacije u prostor-vremenu

Necemo ulaziti u opcu teoriju simetrija koje ukljuuju transformaciju na prostor-vremenu, veé¢ ¢emo se pozabaviti
najjednostavnijim i ujedno najvaznijim primjerom takvih simetrija — translacije u prostor-vremenu. Ako je sustav
zatvoren (izoliran), svi eksperimenti izvedeni do sada su u skladu s tvrdnjom da fizikalni zakoni ne ovise o apsolutnom
polozaju u prostoru ili vremenu. Jedini nacin na koji ¢e ovo biti zagarantirano u lagranzijanskom formalizmu je da
lagranZijan nema eksplicitnu ovisnost o koordinatama prostor-vremena z, §to znaci da u slu€aju relativisticke teorije
polja akcija ima oblik

S[¢] = / Az L(p(x), 0u0(x)) = / d*z L(x) (2.3.18)
Vidimo da je akcija invarijantna na translacije u prostor-vremenu definirane s

;o p(a!) = or(x) (2.3.19)

't =gt — at
jerje otito £'(z') = L(x) i d*a’ = d*z. Posto su komponente 4-vektora e nezavisne, vidimo da se radi o Cetveropa-

rametarskoj grupi simetrija, pa o¢ekujemo 4 pripadne sacuvane struje.®
Vidimo da je varijacija LagranZijana na infinitezimalne translacije a* = €* dana s

6 L(z) = L (z) — L(x) = " ,L(x) (2.3.20)

S druge strane, koristeéi ¢injenicu da je sva ovisnost lagranZijana o = implicitno sadrZana u poljima moZemo pristupiti
analogno postupku u (2.3.13)

oL oL oL
0cl = Z {aqb,fs ERETEFR R ”‘m} a Z L‘wr _a”a(am)] Yfr + O

gdje iz (2.3.19) slijedi da je

Za s ‘4

depr(x) = €'0,0(x)

SUotite da u ovom slulaju prostorno-vremenski indeks j igra ulogu indeksa u parametarskom prostoru grupe simetrija koji smo prije
oznacavali s a.

24



Sada namecemo uvjet da polja zadovoljavaju Euler-Lagrangeove jednadZbe §to Cini da ¢lan u lijevoj uglatoj zagradi
iS¢ezava. IzjednaCavanje dobijenog izraza s (2.3.20) daje relaciju

oL
¥ = _ v _
e a, E,, 0, T)ﬁuqS nuﬁ =0

Posto je e proizvoljan infinitezimalan 4-vektor, slijedi da izraz u uglatoj zagradi mora i$Cezavati, t;.

opI 5 =10 kad ¢, zadovoljavaju (E-L) jednadZbe gibanja. (2.3.21)
gdje je
oL
™, = ——0up—m. L 2322
#= 2 5o R

Vidimo da za svaku vrijednost indeksa p (2.3.21) daje jednu jednadzbu kontinuiteta $to znaci da sve skupa imamo
4 lokalna zakona sacuvanja, kao §to smo i oc¢ekivali po Noetherinom teoremu.

Posto je generator translacija u vremenu hamiltonijan, tj. energija, a generatori translacija u prostoru kompo-
nente impulsa, sacuvani naboji pridruZeni ovim strujama ¢ine 4-vektor ukupne energije i impulsa sustava:

P, = / BxTO, () = / d3x (Z <9i¢i)a“¢ — 525) , P,(t)=0 (2.3.23)

Vidimo da smo dobili zakone oCuvanja energije i impulsa. Tenzor (2.3.22) se obi¢no naziva kanonski tenzor
energije-impulsa. Istaknimo da se ukupna energija £ i impuls P, definirani na stadardni nacin, dobiju iz kovari-
jantnog vektora P, = (E,P), tj. P* = (E,-P).

Treba uociti da kanonski tenzor energije impulsa, dobiven iz Noetherinog teorema, ne mora biti simetri¢an. Uko-
liko Zelimo vezati polje na gravitaciju koristeci principe opce relativnosti to naizgled predstavlja problem jer taj tenzor
po definiciji mora biti simetri¢an. No, lako se pokaZe da postoji procedura kojom se moze "upotpuniti” kanonski ten-
zor na nacin da postane simetriCan, a da ukupna energija i naboj ostanu nepromijenjeni. Postupak se sastoji u tome
da se uo¢i da za bilo koji tenzor ranga 3 koji je antisimetrian u svoja prva dva indeksa, S*# = —SY* mozemo
definirati novi tenzor energije-impulsa

TVH = T + 9,8 (2.3.24)

koji i dalje zadovoljava zakon saCuvanja 0,7""* = 0 i daje iste ukupnu energiju i impuls kao i kanonski tenzor
energije impulsa. MoZe se pokazati da odabirom tenzora S** u relativistickim teorijama uvijek moZemo putem
(2.3.24) konstruirati pobolj$ani tenzor energije-impulsa koji je simetrican.’

Vjezba 2.3.3: IzraCunajte kanonski tenzor energije-impulsa, te izraze za ukupnu energiju i impuls za realno skalarno
polje ¢(z) s lagranzijanom (2.2.7). Pronadite jednadZzbu za dobijanje stanja najniZe energije (vakuuma) i njegovu
gustocu energije, s tim da posebno razmotrite slucaj kad je potencijal V() polinomna funkcija.

Rjesenje: Posto je u ovom slucaju

uvrstavanje u (2.3.22) daje:
17, = (0"¢)(Oup) — 77Z L

"Dapace, postoji ¢ak i gotova formula za to koja se naziva Belinfanteov tenzor. No, poboljiani tenzor koji je simetri¢an nije jedinstven,
jer uvijek mozemo napraviti dodatnu transformaciju (2.3.24) s tenzorom S™** koji je simetri¢an u zadnja dva indeksa (u, v/) i tako dobiti novi
poboljsani tenzor energije i impulsa.
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gdje je £ dan u (2.2.7). Slijedi da je energija dana s

1 1 2

E=P)= / d3x T = / d3x {2(@2 +5(Ve) + %@2 + Vi () (2.3.25)
Nije teSko zakljuciti da Ce energija biti minimizirana za konstantno polje ¢(x) = ¢. Euler-Lagrangeova jednadzba
kaZe da rjeSenja u tom slucaju zadovoljavaju

»_,
¢
tj. rjeSenja za konstantna polja su tamo gdje su lokalni ekstremi potencijala. OCcito je da ¢e lokalni minimumi pred-
stavljati stabilna rjeSenja, a lokalni maksimumi i tocke infleksije nestabilna rjeSenja. Takoder je ocito da Ce energija
sustava biti omedena odozdo (tj. postojat ¢e konfiguracija najniZe energije koju nazivamo vakuum) samo ukoliko
potencijal posjeduje globalni minimum. Ukoliko se taj globalni minimum nalazi u tocki .., gustoca energije vaku-
umskog stanja je konstantna i dana s V(¢yac). Ukoliko je pyac = 0im? > 0, kaZe se da je m masa polja ¢ (potpuno
znadenje ove tvrdnje bit ée jasno nakon $to kvantiziramo skalarno polje),® dok je Vi; interakcijski potencijal
U praksi se najcesce razmatraju slucajevi u kojima je Viy¢ polinom:

Vini(#) = Y A\
=3

U ovom slucaju uvjet da teorija posjeduje vakuum je da je n paran broj.
Impuls je pak dan s

P, = /d3xT0i = /dgxgbaigp — P= /d3xgbV<,o (2.3.26)

Zadatak 2.3.1: Koristeéi izraz za lagranZijan slobodnog elektromagnetskog polja, koji se dobije tako da se stavi
j#* = 0u (2.2.10), napravite sljedece:

(a) Pokazite da je kanonski tenzor energije-impulsa za slobodno elektromagnetsko polje dan s

1
T,SQ = —F,,0,A° + 1 N Foa FP°

(b) Pokazite da kanonski tenzor energije-impulsa nije simetrican.

(c) Konstruirajte najjednostavniji poboljSani tenzor energije-impulsa (koji je simetri¢an).

2.4 Hamiltonov princip i Poissonove zagrade

Hamiltonov princip moZe se dobiti iz Lagrangeovog tako da se prede s kanonskih varijabli {¢, ¢} na varijable {q, p}
gdje su p; kanonski impulsi pridruZeni generaliziranim koordinatama g; i definirani su kao

L)
94;(t)
8Pazljivi &itatelj je zapazio da ovako definirana masa ima pogre$nu dimenziju. U stvari, vidjet ¢emo, kao 3to je jednadzba (1.4.4) veé

sugerirala, da je "prava" masa dana s mc/h. No, po§to mi ionako koristimo prirodni sustav jedinica u kojem je i = ¢ = 1, moZemo si dopustiti
ovako komotan nacin izraZavanja.

p;(t)
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Generalizacija na polja ¢, (x, t) vodi nas na definiciju gusto¢a kanonskih impulsa

oL
m(z) = 2 (z) (2.4.1)
¢ ()
Gustoca hamiltonijana H i hamiltonijan H su definirani pomocu Legendreove transformacije
Ha) =S md—L ,  Hp@),(t)1] = / Px H(z) (2.42)
T
Poissonove zagrade dvaju funkcionala polja i impulsa u danom trenutku vremena ¢ se definiraju kao
dG(t) O0F(t) 0G(t) OF(t)
F),Gt)}p = / d3x ( _
{F(0),GM}e Z 5 (2) 6 () O (z) Oy ()
U ovom izrazu pretpostavlja se da je vrijeme ¢ fiksirano. U praksi funkcionali ¢esto imaju lokalni oblik:
Gt = [ d*xG(0(a),n(x).x)
gdje je G obicna funkcija svojih varijabli.
Jedna posljedica ove definicije su tzv. kanonske Poissonove zagrade
{¢T‘(X7t)7ﬂ-8(y7t)}P = 53(X_Y) Ors s {¢r(x7t)7¢s<Y7t)}P =0 , {Wr(xvt)aﬂs(Yat)}P =0
(2.4.3)

iz kojih se, koristeéi poznata algebarska svojstva Poissonovih zagrada, mogu izracunati Poissonove zagrade svih
drugih veli¢ina. Na primjer, iz definicije hamiltonijana i Poissonovih zagrada slijedi da se jednadZbe gibanja mogu
napisati u ekvivalentnom obliku kao:

¢‘r (.%') = 5H(t)

= o) (@) HO)le

Ova relacija eksplicitno pokazuje da je hamiltonijan generator translacija u vremenu. U slucaju kad je teorija
invarijantna na translacije u vremenu (Sto o¢ekujemo da vrijedi za sve izolirane sustave) hamiltonijan je vremenski
neovisan, tj. H=0.

Uoc¢imo da Hamiltonov princip i Poissonove zagrade na razli¢it nacin tretiraju vrijeme ¢ i prostorne koordinate x,
$to znaci da ovi pristupi nisu manifestno Lorentz-kovarijantni i stoga nisu najspretniji pristupi relativistickim teorijama
polja.

Primjer 2.4.1: Pronadite hamiltonijan za realno skalarno polje ¢ s lagranzijanom (2.2.7). U ovom slucaju kanonski
impuls® pridruZen polju ¢ je

oL
— an = (2.4.4)
pa iz (2.4.2) slijedi da je gustoca hamiltonijana ove teorije
: 2 Lo, 1 o M
a pripadni hamiltonijan
3, (1 2 1 o M

je po ocekivanju jednak ukupnoj energiji dobijenoj pomocu Noetherine procedure i danoj u (2.3.25).

°Tako je ispravnije reéi da se radi o gustoéi kanonskog impulsa, mi ¢éemo radi kratkoée upotrebljavati izraz kanonski impuls, ujedno jer je to
i uobicajena konvencija (sli¢no kao $to lagranzijansku gustocu u tekstu nazivamo lagranZijan).
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2.5 Vakuum, simetrije i njihov lom

2.5.1 Vakuum u klasi¢noj relativistickoj teoriji polja

Fizikalno stanje (u klasi¢noj teoriji polja fizikalna stanja su konfiguracije polja koja su rjeSenja jednadzbi gibanja)
najniZe energije nazivamo vakuum. Nas ¢e primarno zanimati stabilne teorije u kojima je spektar energija ogranicen
odozdo i u kojima postoji vakuum (jedan ili vi$e njih).'® Gledano generi¢ki, veéina teorija ima samo jedan vakuum,
ozna¢imo ga s ¢o(x) a njegovu energiju s Ey. Obratite paznju da u relativistickim teorijama polja u ovom slucaju
mozemo odmah zakljuciti sljedece:

e Vakuumska konfiguracija mora biti konstantna, ¢g(z) = ¢9 = konst.
e Samo skalarna polja mogu poprimati neisc¢ezavajuée vrijednosti u vakuumu.

Inace bi primjenom Poincaréovih transformacija mogli generirati nove vakuume
N () = AL, e ARy, g0 (A e a) k=0,1,... (2.5.1)

koji ne bi mogli bili jednaki ¢ za svaki odabir A i a, ukoliko dva gornja uvjeta nisu zadovoljena. Iako ¢emo uskoro pri-
jeéi na modele u kojima postoji viSe vakuuma i dalje éemo pretpostavljati da su svi vakuumi invarijantni na Poincare-
ove transformacije, §to znaci da ée vrijediti gornji uvjeti na vakuumske konfiguracije polja.!!

Vidimo da u ovom sluéaju moZemo redefinirati skalarna polja na nacin da uvedemo ¢/ () = p.(x) — o i
redefinirati hamiltonijan tako da odbijemo vakuumsku energiju, H' = H — Ej. Na taj nain dobijamo da vrijednosti
svih polja u vakuumu i§cezavaju, ¢, = 0, i da je energija vakuuma jednaka nula, Ef; = 0. Tijekom predavanja
slijedit ¢emo standarni obicaj u kojem je pretpostavljeno da je ova procedura unaprijed primjenjena i da sva polja i
hamiltonijan i§¢ezavaju u vakuumu.

Da bi bolje razumjeli gornju raspravu, kao primjer razmotrimo sve moguée relativisticke teorije koje sadrze n
realnih skalarnih polja J(z) = (p1(x), ..., pn(x)) ¢iji lagranZijan je oblika

1
£ =5(09)" = V(g) (2.52)

gdje je potencijal V neka proizvoljna realna funkcija n varijabli. U ovom slucaju odabir teorije se svodi na odabir
funkcije V. Klasi¢na energija (tj. hamiltonijan) je dana s:

1, . 1
H= /d3x [2(@2 +5 (VO + V(@) (2.5.3)
dok Euler-Lagrangeove jednadzbe vode na sljedeée jednadzbe gibanja
%
Opr + — =0 , r=1...,n (2.5.4)
oy

Za pocetak uolite da svaka konstantna konfiguracija polja u kojoj je V' = 0 daje klasi¢no rjeSenje jednadzbi polja.
S obzirom da je dio hamiltonijana koji sadrzi derivacije polja strogo pozitivan za svaku konfiguraciju polja koja nije
konstantna, ocito je da energiju minimizira konfiguracija J(z) = @o, gdje je Py globalni minimum potencijala V.
Naravno, vakuuma ¢e biti onoliko koliko globalnih minimuma posjeduje funkcija V. Ve¢ smo napomenuli da nas
zanimaju teorije u kojima energija posjeduje globalni minimum. Uz tu pretpostavku ocito je da ¢e u generickoj teoriji
postojati samo jedan globalni minimum, §to znaci jedan vakuum.!? Vidimo da u generi¢kom slu¢aju teorija ima jedan

0postoji moguénost u kojoj je spektar energija ograniéen odozdo, no teorija svejedno ne posjeduje vakuum. To se moZe dogoditi kad
je "formalni vakuum" izvan domene definicije polja, npr, za beskonacne vrijednosti polja. lako ovakve teorije nisu sasvim nezanimljive i
razmatrane su u literaturi, mi se neéemo baviti njima na ovom kolegiju.

"Drugim rije¢ima, neée nas zanimati spontani lom Poincareove simetrije.

12 Ako vam ovo nije jasno razmislite na sljedeéi na¢in. Pretpostavite da programirate radunalo da vam nasumi¢no izbaci funkciju V, uz uvjet
da mora imati bar jedan lokalni minimum i uz pretpostavku da nema nikakvih simetrija. Vrlo je mala vjerojatnost (u stvari i§¢ezavajuée mala)
da ¢e vam racunalo slucajno izbaciti funkciju koja ima viSe od jednog globalnog minimuma.

28



vakuum, G(x) = @y ¢ija volumna gustoca energije je Vo = V(5y). Definiranjem &' (z) = G(x) — Goi L' = L+ V)
postizemo da vakuumska konfiguracija polja i energija vakuuma is€ezavaju.

Negenericnost (ili "neprirodnost") teorija polja s viSe vakuuma ima jos jedan aspekt. Kvantizacija teorija vodi na
kvantne korekcije vakuuma (i poloZaja i energije vakuuma), i u slu¢ajevima u kojima postoji vise klasi¢nih vakuuma i
nema nikakvih simetrija o¢ekujemo da ove korekcije razbiju degeneracije ukoliko ne postoje neki posebni mehanizmi
(poput simetrija) koji to sprjecavaju. Naravno, uvijek mozZemo odabrati klasi¢nu teoriju tako da kvantne korekcije
to¢no poniste klasi¢nu razliku u energijama dvaju lokalnih minimuma i na taj nacin postignemo da kvantizirana teorija
ima viSe vakuuma. Takva potreba za "ru¢nim" finim podeSavanjem (eng. fine funing) izmedu klasi¢nih i kvantnih
doprinosa ne izgleda prirodna, pogotovo ako se radi o efektivnim teorijama polja. Stoga ¢e se u ostatku udzbenika
uglavnom pretpostavljati da postoji samo jedan vakuum. Izuzetak je situacija spontanog loma simetrije, na koju
¢emo se sada ukratko osvrnuti, i na koju éemo se vratiti ponovo u odjeljcima 3.10.7 1 4.9.

2.5.2 Spontani lom diskretne simetrije

U prethodnom odjeljku pretpostavljali smo da na parametre ne postoje nikava ogranic¢enja, osim onoga da postoji
bar jedan globalni minimum energije. Stvar se bitno mijenja ukoliko u teoriji postoje simetrije, koje same po sebi
ogranicavaju parametarski prostor teorije. Da bi to shvatili, razmotrimo prvo najjednostavniji primjer teorija s jednim
skalarnim poljem ¢(z) u kojima pretpostavljamo da postoji unutarnja diskretna simetrija na transformaciju p(z) —
¢'(x) = —p(z). Ponovo ¢emo se ograniciti na teorije

1
L=500) V() V() =V (25.5)
Ukoliko je V polinomna funkcija, simetrija namece uvjet da se mogu javljati samo parne potencije argumenta:
V(p) =Y a;9¥ (2.5.6)
§=0
Radi jednostavnosti prezentacije, ogranicit ¢emo se na slucaj u kojem je potencijal polinom 4-tog reda:
2 A
Vip) =S¢ + 2t 2.5.7)

gdje su p? i A dva realna parametra, koja su a priori neodredena i &iji izbor u potpunosti definira teoriju polja. OCito je
da zahtjev stabilnosti nameée ograni¢enje A > 0 (u slu¢aju A\ = 0 stabilnost trazi u? > 0). Pronadimo sada vakuum(e)
u ovoj klasi teorija. Kao §to smo vidjeli, vakuumi su konstantne konfiguracije ¢ (z) = g koje su poloZaji globalnih
minimuma funkcije V. PoloZaj lokalnih minimuma potencijala se dobije iz zahtjeva:

Vigo) = 1200+ A =0 ,  V'(po) =2 +32p2 >0 2.5.8)

Vidimo da postoje tri razli¢ita slucaja, opisana sljedeé¢im rasponima vrijednosti parametara teorije: (a) A > 0, u? > 0
iA=0,u2>0;(b)A>0,u%<0;()\=0,u%=0.

@A>0,u2>0iA=0,u%2>0
Sustav (2.5.8) ima samo jedno rjeSenje, ¢y = 0, koje stoga mora biti globalni minimum. Postoji samo jedan
vakuum ¢ija gustoca energije je V(0) = 0, a masa polja je m = \//?

) A>0,u2<0
Sustav (2.5.8) ima dva rjeSenja, o+ = ++/|u?|/\. Posto oba stanja imaju jednaku gustocu energije, danu s
V(po+) = —pt/(4)), oba rjeSenja su globalni minimumi energije pa u ovom slu¢aju postoje dva vakuuma
(vidi sliku 2.1). Uo¢ite da posto je x? < 0, u slucaju (b) 4 nije masa polja. Masu u sluéaju (b) moZemo dobiti
tako da definiramo polje relativno u odnosu na jedan od vakuuma, npr. x(z) = ¢(x) — o+, Sto kad uvrstimo
u lagranzijan (2.5.5)-(2.5.7) daje

1 4 A
L= 5(8X)2 -Yix) . V= —%\ + 112 X2+ VA2 P+ 1 x* (2.5.9)
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Slika 2.1: Potencijal (2.5.7) za sluéaj (b), u2 < 0i A > 0.

1z koeficijenta ispred ¢lana 2, koji je pozitivan, moZemo oéitati da je masa polja y jednaka my = +/2|p?].
Da smo umjesto (g, odabrali drugi vakuum g_ jedina razlika bi bila u tome da bi ¢lan s 3 imao suprotan
predznak. Uocite da lagranZijan izraZen pomoc¢u polja x viSe nema jasno vidljivu simetriju. Razlog leZi u tome
da vakuumi nisu invarijantni na simetriju, pa definiranje teorije u odnosu na njih (tj. pomoc¢u polja koja imaju
dobro definiranu masu) razbija manifestnu simetriju teorije. Naravno, simetrija lagranZijana i dalje postoji,
samo nije vise ocita i ne reprezentira se na lijep nacin na polju x koje ima dobro definiranu masu. Ova pojava,
u kojoj postoji simetrija ali vakuumi nisu invarijantni na njeno djelovanje, naziva se spontani lom simetrije.

() A=0, /ﬂ =0
Sustav (2.5.8) rjesava svaka vrijednost ¢y € R. Svako ovo stanje ima jednaku, iSCezavajuéu, energiju pa u
ovom slucaju postoji neprebrojivo beskonacno vakuuma. Bez obzira koji vakuum uzeli kao referentni, polje je
bezmaseno. Uocite da u ovom slucaju postoji kontinuirana grupa simetrija dana s ¢'(z) = p(z) + a, a € R.
Kao $to ¢emo uskoro pokazati, ova simetrija objasnjava bezmasenost polja.

Uocite da su sada slucajevi (a) i (b) genericki, dok (c) je poseban slucaj s veom grupom simetrija i na njega ¢emo
se vratiti kasnije. Vidimo da je u prisustvu interne simetrije '"jednako prirodno' (tj. genericko) postojanje
jednog kao i viSe vakuuma. Takoder vidimo da su "prirodni" viSestruki vakuumi povezani djelovanjem simetrije. To
ne vrijedi samo za ovaj jednostavni primjer nego je opéenito pravilo.!?

MozZemo zakljuciti:

U slucaju kada teorija polja ne posjeduje simetrije, prirodno je za ocekivati da postoji jedan i samo jedan
vakuum u teoriji. U slucaju postojanja simetrija, spontani lom simetrije (postojanje viSe vakuuma povezanih
djelovanjem simetrija) je takoder prirodna moguénost.

2.5.3 Spontani lom kontinuiranih globalnih simetrija. Goldstoneov teorem

Posebno je zanimljiv sluc¢aj u kojem imamo spontani lom kontinuirane grupe simetrija. Kao $to ¢emo sada pokazati,
u slucaju globalnih simetrija to nuZzno vodi na postojanje bezmasenih polja u teoriji, koja se nazivaju Goldstoneova
polja. Jednostavniji primjer ove pojave moZemo vidjeti na slucaju (c) iz gornjeg primjera. Lako se vidi da je u tom
sluCaju teorija simetri¢na na transformacije ¢(z) — ¢(x) + a, gdje je a bilo koji realni broj. Posto je u ovom slu€aju

BU stvari, vakuumi &ine reprezentaciju grupe simetrija, za koju u "prirodnom” sluaju o¢ekujemo da je ireducibilna (ne sastoji se od
odvojenih podskupova koji se transformiraju unutar sebe). U naSem jednostavnom primjeru, u slucaju (a) i (b), grupa internih simetrija je
jednaka grupi mnoZenja dva elementa, 1 i —1. Postoje samo dvije ireducibilne reprezentacije ove grupe, trivijalna u kojoj postoji samo jedan
vakuum i svodi se na slucaj (a), i reprezentacija s dva vakuuma koja se svodi na slucaj (b).
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Slika 2.2: Potencijal (2.5.11) za slu¢aj N = 2, u?> > 0i XA > 0.

VY = 0, polje ¢ je bezmaseno. Da bi bolje razumjeli ovaj mehanizam generiranja bezmasenih polja, u sljedecoj vjezbi
razmotrit ¢emo sloZeniji primjer teorije u kojoj postoji spontani lom globalne simetrije.

Vjezba 2.5.1: Linearni sigma model

Da bi bolje razumjeli ovaj mehanizam generiranja bezmasenih polja, razmotrit éemo sloZeniji primjer teorije u kojoj
postoji spontani lom globalne simetrije. Uzet ¢emo da teorija sadrzi NV realnih skalarnih polja ¢, (), koja ¢emo, radi

ekonomicnosti formula, organizirati u "vektor" g = (¢1, ..., pn), te da je lagranzijan dan s
1 . u? Ar, 912
£=30.0)"+ 5 (@) = 7[@)7] (2.5.10)

gdje je (§)? = o <pj2~ i A > 0. Ova teorija je poznata pod imenom linearni sigma model. Potencijal ove teorije je
dans

2 A 9

v=-20?+ 2@ @5.10)

Uocite da postoji kontinuirana globalna simetrija na "rotacije" polja :
n
(pq«(l’) — 90;($> = ZRT‘S 905(1') 5 R e O(N)
s=1

gdje su R ortogonalne N x N matrice koje ¢ine grupu O (V) ("rotacije" i "refleksije" na "vektoru" polja ). U slucaju
u? < 0, vakuum teorije je jedinstven i dan je s G = 0, a svako polje ©; posjeduje masu m = /—p?.

Razmotrimo detaljnije slu¢aj 2 > 0. Potencijal za slu¢aj N = 2 je skiciran na slici 2.2. U vakuumu polja su
konstantna, $to znaci da se Euler-Lagrengeova jednadzba svodi na

o
Opr
Iz oblika potencijala ocito je da rjeSenje ¢ = 0 predstavlja lokalni maksimum potencijala, dok rjesenja koja zadovo-
ljavaju

0 = (M@ -u)p;=0

~2 'LL
opisuju vakuume teorije. Vidimo da postoji beskonaéno mnogo vakuuma koji su povezani djelovanjem simetrija.
Odaberimo sada jedan vakuum (potpuno je svejedno koji, svi su ekvivalentni), npr.

12

7o = (0,0,... —
®0 (77 ,U) 5 v \

(2.5.12)
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i definirajmo "pomaknuta" polja 7j(x), j = 1,...,N — 11 o(z) u odnosu na taj vakuum, na nacin

—

¢(z) = (mi(z),...,*n-1(2),0(z) + ) (2.5.13)

Sad mozZemo napisati lagranZijan (2.5.10) pomocu novih polja. Rezultat je

1
L= Z (8H7Tj)2 + 5((%0)2 — ,u202 — Vint (7, 0)

Jj=1

DN | =

gdje je interakcijski potencijal dan s

Vint(m,0) = Vuo® + a +)\<Zﬂ') —a—i— o + - Zﬂ'
j

Vidimo da polje sigma ima masu danu s

mazﬁu

dok su polja 7; bezmasena. Linearni sigma model s u? > 0 posjeduje N — 1 bezmasenih polja. Da li postoji neko
objasnjenje za ovaj broj? Sjetimo se da spontani lom simetrije znaci da vakuum teorije nije invarijantan na djelovanje
simetrije. No, ako uzmemo bilo koji vakuum, npr. onaj dan u (2.5.12) o€ito je da postoji podgrupa od O(N) na koju je
vakuum invarijantan - "rotacije" i "refleksije" ortogonalne na os vakuuma, koje ¢ine O(N — 1) grupu. Npr, za vakuum
danu (2.5.12) O(N — 1) podgrupa simetrija na koju je invarijantan je dana matricama R koje zadovoljavaju

Rijn=Ryj=0 j=1,...,N—1 | Ryy=1 (2.5.14)

Ocito je da za ovakve matrice blok Rj;, j,/ = 1,..., N — 1 Cini ortogonalnu matricu iz O(N — 1). U ovoj teoriji
vakuum ne lomi cijelu grupu globalnih internih simetrija O(N), ve¢ je u tom smislu relevantan kvocijentni skup
O(N)/O(N —1). Uotite da je dimenzija d kvocijentnog skupa (broj nezavisnih realnih parametara koji u potpunosti
lokalno parametriziraju prostor) jednaka razlici dimenzija O(N) i O(N — 1), pa dobijamo
N N -1
d=d(O(N))—d(O(N —-1)) = E(N_ 1) — T(N_Q) =N-1

Postojanje bezmasenih pobudenja vodi na jo§ jednu zanimljivost. U tu svrhu pogledajmo izraz za sacuvani naboj
koji je povezan s nekom slomljenom simetrijom. Radi jednostavnosti uzmimo slu¢aj N = 2 u kojem je grupa simetrija
jednoparametarska (O(2), ¢ija podgrupa povezana s jedinicom je SO(2) = U(1)) i potpuno je slomljena. Obratite
paznju da u tom slu¢aju lagranZijan (2.5.10) moZemo napisati pomocu jednog kompleksnog polja ¢ = (1 +ip2)v/2:

L= (up)(0"9) + 1”00 = A" p)?
1 infinitezimalna simetrija je dana s
dp(z) = —iap(x)

Posto spontani lom simetrije ne utjeCe na Cinjenicu da postoji lokalno sa¢uvana struja, Noetherin teorem nam omo-
guéava da formalno definiramo pripadni saCuvani naboj. PoSto je gornja simetrija potpuno ista kao ona iz zadatka
2.3.1, moZemo prepisati formule za struju i naboj (2.3.16). Ukoliko rezultat izrazimo pomocu "prirodnih" polja o i 7
pomocu (2.5.13), dobijamo:

Q) = /d3xj0(x) = v/d3x7'r(:£) ... (2.5.15)

Postoje fizikalno prihvatljiva klasi¢na rjeSenja u teoriji (za koja su energija, impuls i druge mjerljive veli¢ine konacne)
za koje gornji integral divergira. Dapace, posto je polje m bezmaseno, ofekujemo da za tipi¢na lokalizirana rjeSenja
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ima ponaSanje ~ 1/|x|? za |x| — oo, $to znadi da je naboj divergentan za genericka fizikalno prihvatljiva rjese-
nja. Posto je nemoguce odbaciti sva takva rjeSenja kao nefizikalna i zadrzati teoriju fizikalno smislenom, moZemo
zakljutiti da naboj koji pripada slomljenoj simetriji nije dobro definirana veli¢ina.'*

Da li su ova svojstva slucajnosti koje vrijedi samo za ovaj model? Ne! Pokazat éemo da je ovo samo jedan primjer
opéeg teorema.

Teorija u gornjoj vjezbi je samo primjer opéeg teorema koji ¢emo sada to¢no formulirati:

Goldstoneov teorem. U teoriji polja sa spontano slomljenom kontinuiranom globalnom simetrijom opisanom
grupom G postojat ¢e bezmasena polja koje se nazivaju Goldstoneova polja. Ukoliko su vakuumi invarijantni
na djelovanje podgrupe simetrija H, broj Goldstonovih polja je dg — dg, gdje je dg (dy) broj parametara
grupe G (H).

Napomene:
1. Vidimo da je (minimalni) broj bezmasenih polja u potpunosti odreden teorijom grupa.

2. U relativistickim teorijama polja s neslomljenom Lorentzovom simetrijom samo skalarna polja mogu imati
neiscezavajuce vrijednosti u vakuumu. No, kao $to éemo vidjeti, u dokazu teorema ova pretpostavka nam nece
trebati, §to znaci da teorem ima puno Siru primjenu od relativistickih teorija polja.

3. Za spontano slomljenu simetriju ne postoji pripadni sacuvani naboj, iako postoji lokalno saCuvana struja.
4. Neki vaZzniji primjeri Goldstonovih polja i pripadnih ¢esti¢nih pobudenja:

(a) zvucni valovi (fononi) — spontani lom prostorno-vremenskih simetrija (Galileijeva grupa simetrija)

(b) suprafluidnost — gornji model sa N = 2 daje fenomenoloski opis suprafluidnosti, gdje bezmasenost Gold-
stonovog polja objasnjava is€ezavajuéu viskoznost (za pobuditi bezmaseno polje dovoljno je neograni¢eno
malo energije).

(c) valovi magnetizacije u magnetima (magnoni) — sponatni lom rotacijske simetrije

(d) pioni — mezoni Cija relativno malena masa je posljedica spontanog loma priblizne simetrije okusa (eng.
flavor symmetry).

Vjezba 2.5.2: Dokaz Goldstoneovog teorema

Za potrebe dokaza pretpostavit ¢emo da je teorija polja opisana akcijom koja pored simetrije na translacije u prostor-
vremenu posjeduje internu kontinuiranu dg-parametarsku grupu simetrija G. U slucaju infinitezimalnih transforma-
cija na grupu simetrija GG polja se mijenjaju linearno

S ( Z Z €a t'W ps(x (2.5.16)

(a)

gdje su €, nezavisni infinitezimalni parametri, a dg matrica ¢, linearno reprezentira generatore grupe GG na poljima.
Invarijantnost akcije S[¢| na infinitezimalno djelovanje grupe G, tj. §.S[¢] = 0, daje uvjet

Z/d4 5¢> 5};)¢8(x):0 . a=1,...,dg (2.5.17)

14U kvantnoj teoriji polja pokazuje se da djelovanje takvog naboja na vakuumsko stanje ne daje dobro definiran vektor stanja u Hilbertovom
prostoru.
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Translacijska invarijantnost nam kaZe da ¢e vakuumi biti opisani konstantnim poljima ¢. Gornja jednazba napisana
za konstantna polja ¢, (z) = ¢, daje

v .,
S e =0 a=lde @5.18)

gdje smo definirali potencijal V na standardni nacin putem
Sl = -VaV(¢) za konstantna polja, ¢, (z) = ¢,

gdje je V4 volumen prostor-vremena po kojem integriramo akciju. Euler-Lagrangeove jednadzbe za konstantna polja
nam kaZu da vakuumi moraju zadovoljavati sustav jednadZbi:

oy

wo_, (2.5.19)
Orlg=g

Povrh toga vakuumi q?imoraju biti globalni minimumi potencijala V. Ukoliko deriviramo jednazbu (2.5.18) po ¢y,
izvrijednimo je u ¢ = ¢ i potom upotrijebimo (2.5.19), dobijamo

N 23Y,

@) g _ oV
;Mh(gé) tWoo=0 My, () = 5600, (2.5.20)

Pretpostavimo sada da je (proizvoljni) vakuum ¢ invarijantan na kontinuiranu podgrupu grupe simetrija G, koju éemo
oznaciti s H, koja ima dy parametara. Ako organiziramo generatore grupe G tako da prvih dy pripada podgrupi H,
onda vrijedi

9o, =0 ,  a=1,...,dyg
1z toga slijedi da se jednadZzba (2.5.20) svodi na dg — dy netrivijalnih uvjeta

ZMKT(QB)tg)és:O ) a=dg+1,...,dg

Sad imamo sve matematicke pretpostavke za dokaz Goldstoneovog teorema. Prvo uocite da, poSto je svaki va-
kuum lokalni minimum potencijala V), simetri¢na matrica Mj,(¢) mora biti pozitivno semi-definitna $to znaci da su
joj sve svojstvene vrijednosti veée ili jednake nula. Sad uocite da (2.5.20) garantira da barem dg — dy svojstvenih
vrijednosti iS€ezava. Na koncu, naravno, na red dolazi fizika. Koje je znaCenje svojstvenih vrijednosti matrice M ? 1z
definicije M, i ¢injenice da se svaka simetri¢na matrica moze dijagonalizirati ortogonalnom transformacijom, slijedi

da su svojstvene vrijednosti matrice kvadrati masa polja definiranih oko vakuuma ¢. Time smo dokazali teorem.

2.5.4 Spontani lom kontinuiranih lokalnih simetrija.

U prethodnom odjeljku istaknuli smo da su Goldstoneova polja posljedica spontanog loma globalnih simetrija. Uko-
liko su simetrije lokalne (Sto znaci da se radi o bazdarnim teorijama polja), Goldstonov teorem vise ne vrijedi i
zamjenjuje ga tzv. Higgsov mehanizam."> Posto se na ovom kolegiju neéemo baviti baZdarnim teorijam polja, uz iz-
uzetak najjednostavnije klase (zasnovane na U (1) = SO(2) grupi lokalnih simetrija) koju nazivamo elektrodinamika,
na ovom mjestu ¢emo samo informativno opisati Higgsov mehanizam.

15U literaturi se mogu nadi razli¢iti nazivi za ovaj mehanizam: Brout-Englert-Higgs (BEH), Englert-Brout-Higgs—Guralnik-Hagen—Kibble
(EBHGHK), Anderson—Higgs (AH), Anderson-Higgs—Kibble (AHK), Higgs—Kibble (HK). Ova proliferacije naziva i imena fizi¢ara koji se
spominju je posebno oZivjela nakon eksperimentalnog otkri¢a Higgsovog bozona na CERN-u 2013. godine, jer je bilo jasno da ée se za to
dodijeliti Nobelova nagrada pa su zemlje i institucije stvarale pritisak da nagradu dobiju njihovi ljudi (Nobelovu nagradu mogu dijeliti najvise
tri osobe). Uistinu, odmah idu¢e godine Nobelu nagradu su podijelili Peter Higgs i Francois Englert (dobio bi ju i Robert Brout da nije tri
godine ranije umro).
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Higgsov mehanizam. Ukoliko teorija polja posjeduje lokalnu internu grupu simetrija GG, koja je spontano
slomljena na podgrupu H, tada ¢e dg — d bazdarnih polja biti masivno.

Citatelj ne treba biti razotaran ako u ovom trenutku ne razumije gornju tvrdnju. Nakon §to objasnimo §to su to
bazdarne teorije, vratit ¢emo se na ovu temu u odjeljku 4.9 i eksplicitno demonstrirati Higgsov mehanizam na primjeru
skalarne elektrodinamike.

Napomene:

1. Goldstoneovi bozoni ne postoje u ovom slucaju.
2. Higgsov mehanizam se javlja i u nerelativistickim teorijama.
3. Neke vaznije primjene Higgsovog mehanizma:

(a) Supravodljivost — razmotrit ¢emo je u odjeljku 4.9.1.

(b) Generacija masa elementarnih Cestica u Standardnom modelu.

No, sada ¢emo moguénost spontanog loma simetrije staviti na stranu i, osim ukoliko eksplicitno ne kaZzemo
drukcije, pretpostavljati da postoji samo jedan vakuum.
2.6 Greenove funkcije

2.6.1 Metoda Greenovih funkcija

Metoda Greenovih funkcija je elegantan nacin rjeSavanja parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. Kao primjer, razmo-
trimo elektromagnetski potencijal koji u Lorenzovom bazdarenju zadovoljava jednadzbu

0A4,(z) = ju(z) (2.6.1)
i skalarno polje u prisustvu vanjskog polja j(z) koje zadovoljava jednadzbu
(O+m?)p(z) = j(z) (2.6.2)
Vidimo da svaka komponenta u ovim jednadZbama u stvari zadovoljava skalarnu jednadZbu
(O +m*)h = (2.6.3)

gdje je j neka zadana funkcija, koja u principu moZe biti proizvoljna. U sluaju elektrodinamike ocito vrijedi m = 0.

Ideja je da (O + m?) shvatimo kao linearni operator na prostoru funkcija h(z) koje zadovoljavaju neke zadane
rubne uvjete (koje ovise o fizici problema). Svojstva ovog operatora garantiraju nam da moZemo definirati inverz
(O + m?)~1, ukoliko smo prostor funkcija dovoljno ograni¢ili odabirom rubnih uvjeta. 1z (2.6.3) potom slijedi da
opce rjeSenje jednadzbe (2.6.3) moZemo napisati kao:

h=ho+ (O+m?) ™ j=ho—Gj (2.6.4)
gdje je hg opce rjesenje jendadzbe s 5 = 0 i gdje smo definirali Greenov operator G koji je za jednazbu (2.6.3) dan s
G=—(0+m?™! (2.6.5)

U z-bazi Greenov operator je opisan Greenovom funkcijom G(z, y) koja zadovoljava

(Op + m?)G(z,y) = —54(30 — 1) (2.6.6)
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Iz (2.6.4) i (2.6.6) slijedi da je opce rjesenje jednadzbe (2.6.3) dano s

h(z) = holz) - / d'y G(z,y) §(y) 2.6.7)

Ideja Greenove metode je sada ocita. Prvo nadete opce rjeSenje jednazbe s j = 0. Potom pronadete Greenovu funk-
ciju rjeSavanjem (2.6.6) uz specificne rubne uvjete koji vas zanimaju u danom problemu. Tako dobivenu Greenovu
funkciju, koju za danu diferencijalnu jednadZbu morate pronaéi samo jednom, uvrstite u (2.6.7) ¢ime ste problem
rjeSavanja parcijalne diferencijalne jednadzbe sveli na problem integriranja nekih poznatih funkcija.

Napomenimo jos jednom da (2.6.6) nema jednoznacno rjeSenje — jednoznacno rjeSenje se dobije tek specificira-
njem odredenih rubnih uvjeta. Iako je, Cisto matematicki gledano, dovoljno nadi bilo koju Greenovu funkciju za
konstrukciju opéeg rjeSenja jednadzbe, fizikalne situacije obicno isti¢u neke Greenove funkcije kao preferabilne za
prakti¢nu primjenu. U fizikalnim problemima rubni uvjeti su ¢esto odredeni kauzalnom strukturom. U elektro-
dinamici ste ve¢ vidjeli dva takva primjera — retardirane i avansirane potencijale koji su definirani specificiranjem
kauzalne strukture (za izolirane izvore izbor retardiranih potencijala znaci da polje koje stvaraju neki izvori, tj. raspo-
djele naboja i struja, nastaje kao posljedica stanja izvora, i obrnuto kod avansiranih potencijala). Retardirane Greenove
funkcije ¢emo zasebno razmotriti u idu¢em odjeljku.

Ostaje pitanje kako pronadi odgovarajuc¢u Greenovu funkciju. Struktura jednadzbe (2.6.6) sugerira da je spretno
upotrijebiti Fourierov transformat, tj, prijeéi u k-bazu (Sto ¢emo oznacavati tildom iznad dane veliCine).

dk ~ Ak
Gla,y) = ik Gk a—y) = [ g e 268
@)= [ e N e A 2658)
UvrStavanje u (2.6.6), koriStenje Ogeth @) = _g2etk(2-y) § izjednacavanje Fourierovih transformata daje
~ 1

odnosno

dik e—ik'(a:—y)
Gz, y) =Gz —y) = / @n)i R —m? (2.6.10)

Posto smo naizgled dobili jedinstveno rjeSenje moZemo se zapitati gdje je skrivena informacija o rubnim uvjetima u
izrazu (2.6.10). Odgovor leZi u tome da je podintegralna funkcija singularna na plohi odrednoj s k? = m?. Nadin kako
tretiramo taj singularitet odreduje rubne uvjete. U odjeljku 2.6.2 razmotrit ¢emo klasi¢ne kauzalne rubne uvjete koji
vode na retardiranu Greenovu funkciju, a u odjeljku 3.7.2 demonstrirat cemo proceduru konstrukcijom Feynmanovog
propagatora.

Procedura koju smo demonstrirali na gornjem primjeru se moze poopciti na bilo koju linearnu nehomogenu dife-
rencijalnu jednadZzbu oblika

L-h=j (2.6.11)

gdje je L neki linearni diferencijalni operator koji djeluje na polja simboli¢ki oznacena s h (polje h moZe imati i

neke diskretne indekse, tj. gornja relacija moZe izgledati kao ) __ L,s hs = j;, §to je vaZzno u analizi polja koja imaju

neis¢ezavajudi spin). Definiramo Greenov operator (7, i pripadnu Greenovu funkciju G, (z, y) pridruzene operatoru
L kao

Gr=-L' | L, Gp(z,y) = -6z —vy) (2.6.12)

Nakon Sto se pronade Grenova funkcija (s traZzenim rubnim uvjetima) opée rjeSenje (2.6.11) je dano s

h(x) = ho(x) — (G1 - )(x) = ho(z) - / dy Gr(z.y) - () (2.6.13)
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gdje je hg opée rjeSenje jednadzbe s j = 0. Napomenimo da je za lokalne linearne diferencijalne operatore, kakav je
(0 + m?), Greenova funkcija uvijek oblika G 1,(z,y) = Gr(x — y).

Uocite da je polozaj singulariteta u Greenovoj funkciji u p-prostoru odreden masom polja m, i da je taj singularitet
pol. U stvari, ovo svojstvo moZemo generalizirati i iskoristiti kao definiciju mase klasi¢nog polja:

Klasi¢na masa relativistickog polja odredena je poloZajem pola, p> = m?, Greenove funkcije polja u p-
prostoru. Ukoliko za neko polje postoji viSe polova s razli¢itim masama, to znaci da to polje posjeduje modove
koji imaju razliite mase.

Primjer 2.6.1: Coulombov zakon. Pronadite rjesenje u elektrodinamici koje opisuje polje staticnog to¢kastog naboja
q koji se nalazi u ishodi$tu x = 0.

RjeSenje: Za tockasti naboj u ishodistu u (2.6.1) trebamo uvrstiti 3% = p = ¢ 83(x) itakoder j = 0. MoZemo odmah
zakljuciti daje A = 0i A° = 0, pa preostaje samo rijesiti jednadZbu

V2AY = —¢53(x) (2.6.14)

U stvari, rjeSavanje ovog problema odgovara rjeSavanju jednad?be za Greenovu funkciju operatora —V?2. Po analogiji
s gornjim slucajem lako je zakljuditi da je rjeSenje dano s

d3k ez’k~x
0 —
00 =a [ (oG

q e’} 1 " 0 27
= k/ d(cos @) e Vs / d
(27r)3 /0 -1 ( ) 0 4
q 1 e eikr _ ]

6fzkr
SR
(2m)? ir/o k
g 1 00 " ethr _ o—ikr

C8n2ir J_o k

(2.6.15)

gdje smo u varijabli integracije k presli na polarni sustav koordinata takav da je os odredena radij-vektorom x upotri-
jebljena kao z-os. Gornji integral ¢emo izvrijedniti tako da prosirimo definiciju varijable k& na kompleksnu ravninu i
tretiramo integral kao krivuljni integral koji ide po realnoj osi. Posto je podintegralna funkcija regularna na cijeloj osi
integracije, ukljucujuéi i £ = 0, moZemo slobodno pomaknuti za infinitezimalni imaginarni iznos integracijsku kri-
vulju i tako je malo podiéi s realne osi (ili spustiti, svejedno), Sto je ekvivalentno supstituciji k — k + e u nazivniku
podintegralne funkcije. Potom moZemo izracCunati integral koriste¢i standardne tehnike integracije u kompleksnoj
ravnini tako da zatvorimo konturu polukruZnicom u beskonaénosti (s tim da za ¢lan s e?*" konturu moramo zatvoriti
odozgo, a za ¢lan s e~ **" odozdo) i onda na integral po dobijenoj konturi (tj. zatvorenoj petlji) primjenimo teorem o
reziduumima. Rezultat ove procedure daje za dva integrala

(] ez’kr o) efikr
lim dk — =0 ) lim dk — = —2mi (2.6.16)
=0 J_» k + i€ =0 J_ k + i€
S$to uvrsteno gore daje konacan rezultat
o,y _ 4
A (r) (2.6.17)

dar

koji nije nista drugo doli dobro znani Coulombov zakon. Treba obratiti paznju da u ovom kolegiju koristimo Heaviside-
Lorentz sustav definicije elektromagnetskih veli€ina (Sto je vidljivo i iz (2.6.1)) u kojem je g = 1.
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Zadatak 2.6.1: Yukawa potencijal. Razmotrite skalarno polje koje zadovaljava jednadZbu (2.6.2) u prisustvu staticnog
tockastog izvora u ishodistu, j(r) = ¢ §3(x). Koriste¢i metodu Greenovih funkcija pokaZite da je rjeSenje dano s:

q —mr
= 2.6.18
o) = L 26.18)
Ovaj oblik polja se naziva Yukawa potencijal. Vidimo da, za razliku od bezmasenog polja, sada viSe nemamo
Coulombovsko opadanje ~ 1/7 polja na velikim udaljenostima od izvora, nego eksponencijalno, $to znaci da medu-
djelovanje ima konac¢an doseg odreden Comptonovom valnom duljinom skalarnog polja, d ~ 1/m = A..

2.6.2 Retardirane Greenove funkcije

Kao $to smo spomenuli, princip kauzalnosti isti¢e jednu klasu Greenovih funkcija koje se nazivaju retardirane.
Logika je sljedeca. Pretpostavite da je polje h(x) koje racunate u cijelosti posljedica djelovanja izvora j(x), tj. da je
izvor ostao iskljucen imali bi A = 0. Pitanje je: Koja je Greenova funkcija ona koja u potpunosti generira polje, tj. ona
za koju je u ovom problemu hy = 0? Odgovor nam daje princip kauzalnosti: reakcija slijedi nakon akcije — promjena
vrijednosti izvora u nekom trenutku ¢y moZe stvoriti posljedicu na polje samo u trenucima ¢ > ty. Iz oblika formule
(2.6.13) slijedi da retardirana Greenova funkcija mora zadovoljavati sljedeci rubni uvjet:

G(z,y) =0 za 20 < Y (2.6.19)

Kao primjer izra¢unat ¢emo retardiranu Greenovu funkciju za operator L = O + m?. Veé smo vidjeli da se Greenova
funkcija u ovom slucaju moZe napisati na nacin

dip e~ w(z—y)
Gz —y) = / @n) = m? (2.6.20)

Kao $to smo veé¢ napomenuli, odabir partikularne Greenove funkcije se svodi na to kako definiramo integraciju preko
singulariteta koji se nalaze u pY. = ++/p? + m? = +wp. U ovom slucaju, odabir mora biti takav tako da zadovoljimo
(2.6.19).

U tu svrhu vrlo je spretno napraviti produljenje u prostor kompleksnih brojeva i potom koristiti mo¢ne teoreme
iz kompleksne analize, kao $to je teorem o reziduumima. Stoga pretpostavimo da je varijabla p° definirana u kom-
pleksnoj ravnini (i oznacavat éemo ju s p¥), pa integraciju po p° u (2.6.20) tretiramo kao integraciju po krivulji u
kompleksnoj ravnini. Uocite da

1 1 1 1

pP—m?  (po)?—-p*-m? (B —p%) (3 —p°)

iz Cega slijedi da su singulariteti pY. jednostavni polovi podintegralne funkcije iz (2.6.20). Odabir tretiranja singu-
lariteta na putu krivulje integracije se u praksi najceSce svodi ili na infinitezimalno zaobilaZenje singulariteta ili na
glavnu vrijednost. Pretpostavit ¢emo da se singulariteti moraju zaobilaziti, a onda a posteriori vidjeti da je to bio
dobar odabir.

Razmotrimo sada integraciju u (2.6.20) i fokusirajmo se na integraciju po p°. Da bi koristili teorem o rezidumima
moramo nekako dobiti integraciju po konturi, tj. po petlji. Tu koristimo standardni trik po kojem moZemo konturu
zatvoriti polukruZnicom beskonacnog radijusa. Pitanje je samo da li ju moramo zatvoriti odozgo (u gornjem dijelu
kompleksne ravnine) ili odozdo (u donjem dijelu kompleksne ravnine). Prisustvo eksponencijalnog faktora u podin-
tegralnoj funkciji nameée za (2% — 3°) > 0 zatvaranje polukruznicom odozdo, a za (z° — y°) < 0 odozgo. Svaki
drukciji odabir bi ucinio integraciju po polukruZnici beskona¢nom i teorem neupotrebljiv. Ovaj odabir ujedno Cini
da doprinos integraciji po konturi koji dolazi od polukruZnica i§¢ezava, pa je integral po konturi jednak integralu po
realnoj osi. Sad dolazi pitanje: s koje strane zaobiéi singularitete pY.? O¢ito je da postoje 4 moguénosti. Odgovor leZi
u zahtjevu (2.6.19): kontura integracija za slu¢aj (z° — y°) < 0 ne smije obuhvacati nikakve polove jer onda teorem
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— LN,

P : +Ep

Slika 2.3: Kontura integracije koja daje retardiranu Greenovu funkciju. £, = wp.

o rezidumima garantira da ¢e integral po konturi i§¢ezavati. To znaci da krivulja integracije mora proci iznad polova,
kao Sto je prikazano na slici 2.3.

Ekvivalentan nacin za izraziti pomicanje konture prema gore je pomaknuti polove infinitezimalno u suprotnom
smjeru, tj. dodati im infinitezimalnu negativnu imaginarnu vrijednost. To pak moZemo napisati kao:
dip e~ P (z—Y)

Glz—y) = li
(@-y) 0+ (2m)* p? —m? + ipe

Prednost ovog izraza je da je p° ponovo realan na konturi integracije. Sad moZemo upotrijebiti teorem o rezidumima
na integraciju po p° i rezultat je

d3p . .
) = —i 020 — 0 | - (ir(@—y) _ ip(z—y) 0 _
Dr(x —y)=—if(z" —y )/ (@7 20, (e PRITY) _ MPETY ) , P = wp (2.6.21)
gdje je 0(t) step funkcija definirana s §(¢) = 1zat > 01 6(t) = 0 zat < 0. U racunu smo koristili da su rezidumi
polova podintegralne funkcije

1 i@ =i ("=4")

f(ﬁo)ziz 2, 0, 9. (70 -\ (70 :
21 p?2 —m? 4+ ipPe 27 (P —wp +i€) (PP + wp + i€)

nakon uzimanja limesa e — 0 dani s:

1 . .
- - —iwp-(x—y) _ —iwp-(z—y)
555 ! (2) 2wp (6 ¢ >

Sumnjicavi Citatelj moZe lako provjeriti da (2.6.21) zadovoljava definicionu relaciju za Greenovu funkciju (2.6.6).
Zadovoljenje retardiranog rubnog uvjeta (2.6.19) garantira step funkcija 6.

2.7 Feynmanovi dijagrami

Sto ako je jednadzba gibanja nelinearna? U tom je slucaju konstrukcija egzaktnih rjeSenja koja su relevantna za realne
probleme najceSce prezahtijevan zadatak pa se moramo okrenuti ili numerickim ili perturbativnim tehnikama.

Kao primjer na kojem ¢emo demonstrirati perturbativni razvoj i tehniku Feynmanovih dijagrama, razmotrimo
jednadzbu

Oh — AW2 = (2.7.1)

gdje je A neki parametar (‘“konstanta vezanja”). lako jednadzba izgleda prilicno nevino, zbog postojanja homogenog
¢lana egzaktna rjeSenja su nepoznata.

Ukoliko je A dovoljno malen (a pogotovo ako je |\| < 1), moZemo primjeniti racun smetnje i potraZiti rjeSenje u
obliku perturbativnog razvoja

h(z) =Y X" B (x) (2.7.2)
n=0
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Ako uvrstimo (2.7.2) u (2.7.1) i grupiramo ¢lanove s jednakim faktorom A" dobijamo

00 n—1
Dh(O) —j+ Z <|:|h(”) _ Z h(m)h(n—m—l)> =0 2.7.3)
n=1

m=0

Posto je A proizvoljan, jednakost moZe biti zadovoljena samo ako ukupni koeficijent ispred A" za svaki n > 0
i§¢ezava. Vidimo da smo dobili iterativnu proceduru kojom moZemo redom izraziti svaku funkciju h(") (x) pomocu
funkcija niZeg reda.

Raspi§imo detaljno radun za dva najniZa ¢lana. U najnizem redu (n = 0) dobijamo jednadzbu za h(%) (x)

or® = j (2.7.4)

koju smo naucili rjeSavati Greenovom metodom u prethodnom odjeljku

B (@) = holz) — / d'y G (z.y) () 2.7.5)

gdje je G(x,y) dan u (2.6.10), a hy je rjeSenje jednadzbe (2.7.4) s j = 0. Radi jednostavnosti razmotrimo slucaj u
kojem je ho(z) = 0, §to znaci da je

W) = - [ 'y Gla.) i) 276)

U prvom redu raéuna smetnje dobijamo jednadzbu za h(!)(z)
or = p0)2 2.7.7)

Ova jednazba ima isti oblik kao (Otired), samo §to sada (h(9) ())? igra ulogu izvora. Rje$avanjem jednadZbe pomocu
Greenove funkcije i koriStenjem rjeSenja iz prethodnog koraka (2.7.6) dobijamo

h(z) = _/d4y G(z,y) (W (y))?

= _/d4y1/d4y2/d4y3 G(x,y1) G(y1,y2) G(y1,y3) 7(y2) j(y3) 2.7.8)

Proceduru moZemo nastaviti dalje. 1z (2.7.3) slijedi da je n-ti red dan s

n—1
oM =3 " pmipl=m= > (2.7.9)

m=0

gdje se s lijeve strane nalaze funkcije h(™ s m < n, koje su izralunate u nizem redu raluna smetnje pa dobijamo
konzistentnu iterativau proceduru.

Analiziranjem (2.7.3) dolazi se do elegentne metode perturbativnog racunanja rjeSenja zasnovane na grafickoj
reprezentacije ¢lanova u perturbativnom razvoju pomocu Feynmanovih dijagrama, koja se naziva (klasi¢ni) Feyn-
manov racun. Za nulti i prvi red Feynmanovi dijagrami su

J(ys3)

hz) = ze———kj(y) + = Y1 + 0?) (2.7.10)

J(y2)

Uz ove dijagrame ide pripadni skup Feynmanovih pravila s kojima u tandemu daju recept za raCunanje pertur-
bativnog razvoja (2.7.2) za rjeSenje nelinearne parcijalne diferencijalne jednadzbe (2.7.1):
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1. Nacrtaj tocku z i liniju do nove tocke ;.

2. Tli zavrsi liniju sa zvjezdicom na izvoru j(y1) ili u y; napravi ¢vor tako §to dopusti$ grananje u dvije nove linije
koje zavrSavaju na dvije nove tocke yo 1 3.

3. Nastavi ponavljati prethodni korak. U slucaju kad sve linije zavrSe na zvjezdicama time je zavrSena konstrucija
jednog Feynmanovog dijagrama. Crtaj jedan do drugog sve Feynmanove dijagrame tako da ih organizira$§ po
broju ¢vorova. Za svaki nedovrSeni Feynmanov dijagram nastavi proceduru tako Sto se vrati$ u tocku (2).
Ukoliko te zanima perturbativni razvoj do reda n, zaustavi se ¢im nacrta$ sve Feynmanove dijagrame koji imaju
najvise n ¢vorova.

4. Perturbativni rezultat za h(z) do Zeljenog reda n se dobije sumiranjem doprinosa svih nacrtanih Feynmanovih
dijagrama. Doprinos pojedinog Feynmanovog dijagrama se dobije tako da svaki ¢vor doprinosi faktor A, svaka
zvjezdica locirana u y; faktor j(y;), dok svaka linija faktor (—G(w, z)), gdje su w i z rubne tocke linije, te se
na koncu integrira po svim to¢kama i &vorovima (osim tocke ), [ dy;.

Ovo je primjer Feynmanovog racuna za Kklasi¢nu teoriju polja. MozZe se lako zakljuciti da su svi Feynmanovi
dijagrami u klasiénoj teoriji drvasti, tj. dopusteno je grananje ali ne i stvaranje petlji.'® Kao $to éemo kasnije vidjeti,
Feynmanov racun za kvantnu teoriju polja se razlikuje upravo po tome da Feynmanovi dijagrami dopustaju i petlje.
Npr. u drugom redu racuna smetnje u kvantiziranoj varijanti teorije (2.7.1) mora se uzeti u obzir i dijagram

za koji kazemo da posjeduje jednu (nezavisnu) petlju.

'S Matemati¢ari nazivaju ovakve dijagrame stabla.
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Poglavlje 3

Osnove kvantne teorije polja

U ovom poglavlju razmotrit éemo neka glavna svojstva kvantnih teorija polja. Da bi izbjegli situaciju da se od drveta
ne vidi Suma, radi preglednosti kao pokazni primjer koristit ¢emo teoriju s jednim skalarnim poljem. U iduéem
poglavlju éemo razmotriti pitanje spina i objasniti kako se rezultati dobijeni u ovom poglavlju generaliziraju na teorije
s viSe polja koja mogu imati nei§€ezavajuci spin.

3.1 Kanonska kvantizacija

Iz nerelativisticke kvantne mehanike znamo da se prelazak s klasi¢ne na kvantnu mehaniku postiZe tako da se fizikalne
veli¢ine poput kanonskih varijabli, tj. koordinate ¢ = {g;} i pridruZeni impulsi p = {p;}, proglase hermitskim
operatorima koji djeluju na Hilbertov prostor stanja. Prijelaz s klasi¢ne na kvantnu fiziku se moZe posti¢i uspostavom
sljedece korespondencije izmedu Poissonovih zagrada i komutatora

{, }p — —2[ , ] (bozoni) (3.1.1)

gdje je [/1, E] = AB — BA oznaka za komutator dva operatora.! Ovaj nacin kvantiziranja klasi¢ne teorije naziva se
kanonska kvantizacija.

Kanonska kvantizacija se moZe primijeniti i na teorije polja u kojima su kanonske varijable polja ¢, (z) i pridruZeni
kanonski impulsi 7, () koji nakon kvantizacije postaju operatorske distribucije.” Primjena korespondencije (3.1.1)
na kanonske Poissonove zagrade (2.4.3) daje nam (istovremenske) kanonske komutacijske relacije

[¢T(X’ t)? Ws(Yv t)] = ihég(x - Y) Orn [¢T(X7 t)a ¢S(Y7 t)] =0 , [ﬂ-r(xv t)a 7rs(yv t)] =0 (3.1.2)

iz kojih moZemo dobiti komutatore izmedu bilo koja dva funkcionala kanonskih varijabli (definiranih u istom trenutku
u vremenu) primjenom svojstava linearnosti i asocijativnosti koja zadovoljavaju komutatori.?

Par napomena vezanih uz kanonsku kvantizaciju:

1. Gornje relacije vrijede za bozonska polja. Vidjet éemo da za fermionska polja treba zamijeniti komutatore
antikomutatorima.

'Kad god bude postojala opasnost da se pomijeSaju operatori i obi&ni brojevi odnosno funkcije (npr. svojstvene vrijednosti operatora)
operatori ¢e biti oznaceni obrnutom kvacicom () iznad simbola. No, u najveéem dijelu daljnjeg teksta razlika ¢e biti o€ita i u tim situacijama
neéemo pisati kvacicu.

Operatorska distribucija ¢(x) je veli¢ina koja daje regularni operator nakon $to se prointegrira s “glatkom” testnom funkcijom,
[ d*z f(z) ¢(z). Za testnu funkciju podrazumijeva se da je kvadratno integrabilna, tj. [ d*z|f(z)* < cc.

3Poissonova zagrada i komutator imaju sljede¢a zajednitka algebarska svojstva: antisimetriénost, linearnost i Jacobijev identitet. Bez ove
slicnosti kanonska kvantizacija ne bi bila konzistentna.
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2. “Tehnicki” detalji koji mogu dovesti do problema ako ih se ne tretira ispravno:

(a) Pitanje uredenja produkata: poSto generalizirane koordinate ne komutiraju s impulsima nije svejedno u
kojem poretku se napisSu varijable u produktima. “Ispravan” poredak se dobije koristeci fizikalne argu-
mente.

(b) Produkti operatora u istoj tocki prostor-vremena: Vidjeli smo da se u nekim vaZnim fizikalnim velici-
nama, poput energije, pojavljuju produkti polja u istoj to¢ki prostor-vremena. Posto su polja operatorske
distribucije takav produkt Cesto nije matematicki smislen (kao $to nije matematicki smislen produkt Di-
racove delta funkcije sa samom sobom, (§(x))?). Vidjet éemo da takvi produkti dobivaju znaéenje kroz
postupak regularizacije.

3. Moze se dogoditi da sustav jednadZbi (2.4.1) koji definira kanonske impulse nije invertibilan, tj. ne moZemo
izraziti sve ¢ pomocu ¢ i w. U tom slucaju postoje veze (eng. constraints) koje moZemo zapisati kao skup
jednazbi x4 (¢, w) = 0. Problem se sastoji u tome da Poissonove zagrade nece zadovoljavati

{Xa(gi)’ﬂ-)v F}P 7é 0

za neke regularne operatore F', S druge strane, iz definicije komutatora jasno slijedi da mora vrijediti

[Xa(¢a W)’F} =0

jer mnoZenje nulom daje nulu. OCito je da u ovom slucaju korespondencija (3.1.1) ne funkcionira! Ovdje ¢emo
samo napomenuti da postoji dobro definirana procedura kojom se kvantiziraju teorije s vezama, koje ukljucuju
definiranje nove vrste zagrada zvane Diracove zagrade (za tzv. veze druge vrste) i kvantizacija bazdarnih teorija
(za tzv. veze prve vrste). Elektrodinamika je vaZan primjer teorije u kojoj postoje veze i prve i druge vrste.

4. U kanonskoj kvantizaciji prostor i vrijeme ocito igraju razlicite uloge i stoga ta procedura razbija manifestnu
Lorentz kovarijantnost. To je najlak3e vidjeti u ¢injenici da su kanonske komutacijske relacije definirane u istom
trenutku vremena, a znamo da istovremenost nije invarijantna kategorija u specijalnoj relativnosti, tj. razlicita
je za razliCite inercijalne promatrace. Postoje druge vrste kvantizacije ¢ija prednost je da manifestno poStuju
Lorentz kovarijantnost, npr. kvantizacija pomocu integracija po putanjama (eng. path integral).

Napomenimo ovdje da prilikom kvantizacije nije ideja dogmatski slijediti neki propisani skup recepata — ideja je
na koncu dobiti dobro definiranu i konzistentnu kvantnu teoriju koja po mogucnosti postuje sve simetrije koje mislimo
da bi trebale postojati. Ako je u tom postupku potrebno malo korigirati recept, to nije nesto Sto bi nas trebalo posebno
uzrujati. Pri tome treba imati u vidu da nemaju sve klasi¢ne teorije dobro definiranu kvantnu varijantu, te da u onima
koje imaju moZe se dogoditi da neko svojstvo (poput simetrije) prisutno u klasi¢noj teoriji ne preZivi kvantizaciju
(zbog postojanja kvantnih anomalija).

3.2 Kvantizacija slobodnog realnog skalarnog polja

3.2.1 Operatori stvaranja i poniStenja

Ve¢ prije smo razmotrili jednostavnu klasu relativistickih teorija koje su opisane jednim realnim poljem () s la-
granZijanom oblika

1 2
L= 5((%?)2 - %@2 — Vint () (3.2.1)

Realne varijable nakon kvantiziranja postaju hermitski operatori, Sto znaci da vrijedi

o (z) = () (3.2.2)

gdje simbol t oznacava hermitsku konjugaciju.
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Podijelimo sada gornji lagranZijan na dva dijela, jedan koji se sastoji od prva dva ¢lana u (3.2.1)

1 m?
Lo = 5(0up)” = ¢ (3.2.3)

i koji éemo zvati lagranZzijan slobodnog realnog skalarnog polja (ili slobodni dio lagranzijana), i drugi
Eint = _Vint((/?)

koji ¢emo zvati interakcijski Clan (ili interakcijski dio lagranZzijana). Razlog za ova imena e ubrzo postati jasan. U
ovom odjeljku pretpostavit cemo da je Liny = 0 §to znaci da je £ = L i da je jednazba gibanja koju polje zadovoljava
dana s

Op +m?p =0 (3.2.4)

Polje ¢, koje zadovoljava jednadzbu (3.2.4) koja slijedi iz lagranzijana L, nazivamo slobodno realno skalarno polje.
Gornja jednadZba je upravo Klein-Gordonova jednadzba (ili relativisticka Schrodingerova jednadZzba) s kojom smo se
vel susreli.

Jednadzbu (3.2.4) rijesit éemo primjenom Fourierovog transformata

“”_/d%ami f) (3.2.5)
PX, - (271_)3 PP, VN
gdje uvjet realnosti (3.2.2) namece

#(p,t) = &(—p,1) (3.2.6)

Uvrstavanje (3.2.5) u parcijalnu diferencijalnu jednadZzbu (3.2.4) vodi na obi¢nu diferencijalnu jednadZzbu po ¢

2

B 5
52+ (P2 +m?)| ¢(p,t) =0 (3.2.7)

Vidimo da smo za svaki mod p dobili jednu jednazbu koja ima isti oblik kao jednadZba koja se dobije u analiziranju
obiénog jednodimenzionalnog harmoni¢kog oscilatora, G + w?q = 0, frekvencije

wp = Vp?+m?

Cijeli sustav moZemo promatrati kao skup nezavisnih harmonickih oscilatora (po jedan za svaki p). Stvar je u tome
da mi znamo kvantizirati obi¢ni harmonicki oscilator. RjeSavanje jednadzbe (3.2.7), uz koriStenje uvjeta (3.2.6), daje
za rjeSenje

- 1 —iwpt | 1 z‘wpt>
o(p,t) = NeTN (ap e +alje (3.2.8)
gdje su ap, neki operatori (u stvari operatorske distribucije).

Za potpuni opis ovog sustava dovoljno je poznavanje komutacijskih relacija u skupu operatora a};, ap. Ove ko-
mutatore se moze dobiti iz kanonskih komutacijskih relacija za ¢(x) i 7(z) = ¢(z), §to je podulji ra¢un. Ovdje
moZemo ustediti neSto vremena tako da upotrijebimo analogiju s kvantiziranim harmonickim oscilatorom, koja nas
vodi na pretpostavku da aIT, i ap igraju ulogu operatora stvaranja i poniStavanja, i pretpostavimo sljedece komutacijske
relacije*

#U kvantnoj mehanici operatori stvaranja i ponistavanja koji pripadaju sustavu nezavisnih harmoni¢kih oscilatora zadovoljavaju komutator
[aj, a,lrc] = J;1. Posto su u sluCaju polja operatori stvaranja i ponitavanja oznaceni kontinuiranom varijablom p, prirodno je ocekivati da se
umjesto Kroneckerovog simbola d, nalazi nesto proporcionalno 3-dimenzionalnoj Diracovoj delta-funkciji 6*(p — p’). Faktor (27)% u (3.2.9)
se fiksira zadovoljavanjem kanonskih komutacijskih relacija, §to je pokazano u daljnjem tekstu.
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[ lap,al,] = @036 (p— D) ,  lapiap]=0 ,  [ah,al,]=0 (3.2.9) ]

Lako se provjeri da je hipoteza (3.2.9), bazirana na analogiji s harmonickim oscilatorom, konzistentna s kanon-
skom kvantizacijom. UvrStavanje (3.2.8) u (3.2.5) daje

d3p ip-X —iwpt T iwpt
(,D(ZZ‘): Me (ape P +a7p€ p)

Pokazuje se spretnim u drugom clanu napraviti supstituciju varijable integracije p — —p, Sto daje manifestno
Lorentz-kovarijantan izraz

d? . .
o(z) = / (2p (ap e % +af, e’p"”) , P =wp=+/p?+m? (3.2.10)
T

)*\/2wp

Ovaj nacin Fourierovog raspisa prirodno se generalizira na slobodna relativisti¢ka polja koja nose spin.
Kanonski impuls pridruZen polju ¢ je onda

3
m(r) = ¢(x) = —i/ (;ZWI))S \/ % <ap e~ PT _ aL eip'x> (3.2.11)

Koristeéi komutatore (3.2.9) nije teSko pokazati da ¢ i 7, dani u (3.2.10) i (3.2.11), zadovoljavaju kanonske komuta-
cijske relacije (3.1.2), §to znaci da smo ispravno proveli proces kanonske kvantizacije.

Zadatak 3.2.1: Pokazite da iz (3.2.9)-(3.2.11) slijedi da su kanonske komutacijske relacije (3.1.2) zadovoljene.

Rjesenje: Izracunajmo prvo komutator

7 31/ . A ,
[p(x,t), m(y,t)] = /27r 7 /o iﬂgr([ap, ](p'y_p'x)—[ag,ap/]el(w—py))

- 3 A A
- ;/ (02l7r)3 (ezp-(x—y) + e_’p'(x_-"’)) =i (x—y)

Rezultat se slaze s (3.1.2). Vidimo da su komutatori izmedu operatora stvaranja i poniStenja ispravno normalizirani,
jer da s desne strane u komutatoru (3.2.9) postoji neki dodatni faktor C', on bi se pojavio kao faktor s desne strane
gornjeg rezultata. Na taj nacin zakljucujemo da mora biti C' = 1, kao $to smo unaprijed i pretpostavili.

Na sli¢an nacin lako se pokaZu preostala dva komutatora iz (3.1.2), ;.

[6(x,1), (y, 1)) = 0 = [w(x, 1), 7(y, )]

To prepustamo ditatelju za vjezbu.

Zadatak 3.2.2: Koristeéi (3.2.10) i (3.2.11) pokazite da vrijedi

ap = / d&a‘p-x[ %gp((l))-l— d ﬂ(x)] (3.2.12)
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3.2.2 Energija i impuls kvantiziranog slobodnog realnog skalarnog polja

Da bi dobili operator energije (tj. hamiltonijan) izrazen pomocu operatora stvaranja i poniStenja trebamo uvrstiti
(3.2.10) u izraz za hamiltonijan (2.3.25) (Vi = 0 za slobodno polje). Dobijamo

H= 2/ (2 P (aL ap + ap aL) = / 2n)3 P (aL ap + 5lap, aL]) = / ) P al, ap + Ey (3.2.13)

gdje je Fy konstantni broj dan s

3
Ey = ;/(Z:;Bwp lap, al] = 53(0)/d3pw; (3.2.14)
U svim medudjelovanjima, osim gravitacijskog kojeg zanemarujemo u ovom kolegiju, mjerljive su samo razlike
energija Sto znaci da konstantni doprinos Ey moZemo zanemariti, tj. po Zelji ga postaviti na bilo koju vrijednost.
Odabir £y = 0 ée se pokazati najspretnijim. Poslije ¢emo se vratiti na ovo pitanje i komentirati izraz za Ey i njegovu
(ne)vaznost za gravitaciju.

Za operator impulsa trebamo uvrstiti (3.2.10) u (2.3.26). Rezultat je

d*p
P —/Wpagap (3.2.15)

Zadatak 3.2.3: Izvedite (3.2.13) i (3.2.15).

Pokazimo (3.2.15). Impuls za slobodno realno skalarno polje je dan u (2.3.26). Vidimo da nam treba

. d’p
Viele) = Z/ (27)3 /2w

Uvrstavanje toga i (3.2.10) u (3.2.11) daje

i(—1) 3 dgp dgpl ’ —ipx t ipx —ip-x T ip'x

Sad mijenjamo redoslijed integracije i prvo integriramo po x. KoriStenjem

p <ap e T _ gl eim) (3.2.16)

/ dPx H0P)E = e (2m)? 6% (p — p') = (2m)° 6°(p — p)
/d3x oFilptp)w _ eiz’(wp+wp/)t(27r)3 3B(p+p') = 2wt (273 53(p + p')
i trivijalnim integriranjem po p’ uz primjenu standardnih svojstava Diracove delta funkcije dobijamo
P= ;/(;ijrp):gp (al,ap +apai,> = / (;ijrl))3 p <a;f,ap + ;[ap,al,]> = /g:rp)gpal,ap
U izvodu smo takoder koristili oCite jednakosti
/dSppaLaT_p:() , /dSpp[ap,aI,]:53(0)/d3pp:0
koje slijede iz jednostavne opservacije da su podintegralne funkcije u svim izrazima neparne na p — —p, dok su

granice integracije parne (£oc za svaku koordinatu p).
Dokaz (3.2.13) ostavljamo za vjeZbu.
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3.2.3 Fockov prostor stanja i Cesti¢na interpretacija

Za okoncanje procesa kvantizacije moramo konstruirati pripadni prostor stanja teorije (tzv. Hilbertov prostor stanja)
na koji djeluju operatori koje smo upravo konstruirali. Posto smo vidjeli da svaki mod p daje nezavisni harmonicki
oscilator, logi¢no je i dovrSiti pricu slijedeéi postupak konstrukcije prostora stanja obi¢nog harmonic¢kog oscilatora
koji ste naucili na kursu iz kvantne mehanike. Na koncu treba samo provjeriti da li je konstruirana teorija u cjelini
smislena i da li poStuje sve simetrije za koje se ocekuje da trebaju postojati.

Postupak je sljedeéi. Prvo definiramo stanje |0) koje ¢emo nazvati vakuum (ubrzo ée se vidjeti zasto taj naziv)
kao stanje koje poniStavaju svi operatori poniStenja

N=0: apl0) =0 Vp (3.2.17)

Time smo definirali nulti nivo. MoZemo odmabh izracunati energiju i impuls vakuuma djelujuéi operatorom hamilto-
nijana (3.2.13) i impulsa (3.2.15) koristeci (3.2.17)

H|0) = Eoloy=0 , Pl0)=0 = E0)=0 , P0)=0 (3.2.18)

Vidimo da je vakuum svojstveno stanje energije svojstvene vrijednosti £(0) = Ej, s tim da smo odabrali postaviti
Ey = 0 (§to mozemo uraditi sve dok nas ne zanimaju ucinci gravitacije), i svojstvene vrijednosti impulsa P(0) = 0.

Koriste¢i vakuum definiramo bazu u prostoru stanja tako $to djelujemo kona¢nim brojem operatora stvaranja, gdje
na nivou N = n djeluje n operatora stvaranja. Na prvom nivou vektori baze se definiraju kao

N=1: Ip) = \/2wp a}|0) (3.2.19)

Primjenom komutacijskih relacija operatora stvaranja i poniStenja lako se pokaze da su ova stanja svojstvena stanja
energije i impulsa sa svojstvenim vrijednostima F(p) i P(p)

Hlp) =wp|p) =wplp) , Plp)=plp) = E()=+vp2+m? , P(p)=p (3.2.20)

Ovu proceduru ponavljamo neogranic¢eni broj puta. U n-tom koraku dobit ¢emo vektore baze na nivou N = n
mnoZenjem vakuuma s n operatora stvaranja, tj.

n
N=n: P1;p2; - -iPn) = | [ v20p, a, | 10) (3.2.21)
j=1
Na ovom mjestu spretno je definirati operator broja Cestica (objasnjenje naziva uskoro slijedi)
~ d3p
— ——
N_/WNP s Np:apap
Uocite da vrijedi
[Np,al] = @)’ (p—a)al, . [Np,aq) = —(27)°6°(p — q) aq

KoriStenjem ovih komutatora lako se pokaZe da su stanja (3.2.21) svojstvena stanja svakog operatora koji moZemo
napisati u obliku

A d3p
0= N
gdje je f proizvoljna funkcija, a svojstvene vrijednosti su dane s

O(pl,. . 'apn) = Zf(p])
j=1
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Posto se operatori energije i impulsa mogu napisati kao:

. d3p s d3p
i= [t P [ et

slijedi da su stanja (3.2.21) svojstvena stanja operatora N,HiPsa svojstvenim vrijednostima danim s, redom (nakon
odbacivanja aditivne konstante Fy u energiji)

n n
N(pla"‘vpn):n ) E(plvvpn):Z\/p§+m2 y P(pl)vpn)zzp]
7=1 7=1

Opdi vektor stanja moZe se napisati kao linearna superpozicija vektora baze, tj.

d’py, ;
0) + / = f"(py,.. ., S 3.2.22
‘ ’ Z 27‘( 3/2\/W (27[_)3/2\/% fa (pl pn)‘pl pn> ( )
gdje su koeficijenti u razvoju fo(én)(pl, ..., Pn) valne funkcije u p-prostoru na nivou n koje poprimaju vrijednosti u

prostoru kompleksnih brojeva (kako je to uobicajeno za valne funkcije u kvantnoj mehanici).

Ovakav prostor stanja Cija baza je konstruirana mnoZenjem vakuuma kona¢nim (ali neograni¢enim) brojem ope-
ratora stvaranja naziva se Fockov prostor. Ono §to jo§ nedostaje je fizikalna interpretacija konstruiranog Fockovog
prostora, koja bi trebala biti o€ita iz Cinjenice da je svaki kvant kreiran s aI, karakteriziran samo impulsom iznosa p
koji nosi energiju danu Einsteinovim relativistickim izrazom

E(p) = wp = v/p? 1 m?

Posto su ovo karakteristike toCkaste Cestice (tj. Cestice bez ikakve unutarnje strukture koja bi zahtijevala dodatne
varijable u opisu) i bez spina, dolazimo do sljedece interpretacije:

Fockov prostor stanja kvantiziranog slobodnog realnog skalarnog polja opisuje sustav koji se moZe sastojati od
neograni¢enog broja slobodnih neraspoznatljivih relativistickih bezmasenih Cestica mase m i spina 0. Cestica
koja izgraduje ovaj prostor stanja zadovoljava Bose-Einsteinovu statistiku i stoga spada u bozone.

Napomene:

1. Stanje |0) koje ne sadrzi nijednu Cesticu ima najniZu energiju (koju smo “rukom” postavili na nulu) i stoga ¢emo
ga zvati vakuum.

2. Neraspoznatljivost Cestica i Bose-Einsteinova statistika direktno slijede iz komutiranja operatora stvaranja jer
su stanja (3.2.21) invarijantna na zamjenu dviju Cestica. Npr.

|p1’p2> Y 2wp1 V 2wp2 ai)lai)2|0> =V 2wp1 V 2wp2 a1]-)2a1]-)1‘0> = |p27p1>

Iz toga automatski slijedi da su valne funkcije fc(yn), definirane u (3.2.22), simetri¢ne na zamjenu mjesta parova
Cestica,

fo(zn)(pla“'7pj)"'7pk7"‘7pn) - fo(zn)(plavpk77p]77pn)
Sto je definicija Bose-Einsteinove statistike.

3. NeograniCenost broja Cestica je nuzna da bi polje ¢(x) bilo dobro definirano na ¢itavom prostoru stanja. Kad
operatorom ¢(z) djelujemo na stanje s n Cestica, dobijamo linearnu kombinaciju dva stanja od kojih jedno
sadrzi (n — 1) a drugo (n + 1) Cesticu, pa vidimo da polje ne moZemo definirati niti na prostoru s fiksnim
brojem Cestica niti s ograni¢enim brojem Cestica (n < Npyax)-
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3.2.4 Valna funkcija u p-reprezentaciji

Razmotrimo malo podrobnije p-bazu (3.2.21) i pridruZzene valne funkcije u razvoju stanja u Fockovom prostoru po
ovoj bazi (3.2.22). Normalizacijske relacije za ove vektore se dobiju primjenom komutacijskih relacija operatora
stvaranja i poniStavanja i normalizacijom vakuuma za koju uzimamo da je

(0]0) =1
Kao primjer, razmotrimo 1-Cesti¢na stanja:

(P'|p) = \/2wpr/2wp (0lapal|0) = /2wy /2wp (0llap, al]|0) = (27)% 2wp 6% (p — P/)  (3.2.23)

Vektori koji reprezentiraju fizikalna stanja su normirani na jedinicu («|a) = 1 iz ega slijedi normalizacijski uvjet na
komponente valne funkcije fén) Pogledajmo kako to izgleda na primjeru 1-Cesticnog stanja

_ dp &
1) = | Gy g o) P (224
Iz (lajla) = 11 (3.2.23) slijedi
d3 d3 / _ _ 5
1= ftafie) = [ [ S0 o) ) ol = [ ISl (3:2.29)
P p

Generalizacija na op¢i vektor (3.2.22) jedini¢ne norme daje
. > 1 -
FOP > L [ [ @Rl P =1
n=1

Ove relacije pokazuju da su funkcije fo(én) (p1,-..,Pn) ispravno normalizirane da predstavljaju amplitudu gustoée
vjerojatnosti pronalaska sustava u stanju koje se sastoji od n neraspoznatljivih Cestica koje nose impulse py, ..., Pn,
ili drugim rijecima, da su to valne funkcije u p-reprezentaciji.

3.2.5 Valna funkcija u x-reprezentaciji

U teoriji polja koordinata u prostoru x nije operator pa, precizno govoreci, ne mozemo govoriti o vektorima baze u z-
reprezentaciji. No, kako Cestice u eksperimentima detektiramo kao lokalizirane objekte, tj. mjerimo njihov poloZaj u
prostoru, postavlja se pitanje kako iz danog vektora stanja dobiti amplitudu gustoce vjerojatnosti pronalaska Cestica na
danim poloZajima u prostoru, tj. valnu funkciju u z-prostoru. Posto u teoriji slobodnih polja ¢estice ne medudjeluju,
problemi koje smo opisali u odjeljku 1.4 nisu relevantni pa oc¢ekujemo da su ovakve valne funkcije dobro definirane.
Postoje dva nacina kako moZemo pristupiti ovoj konstrukciji.

Prvi naCin koristi vezu izmedu valnih funkcija u x- i p- reprezentacijama koju ste naucili u nerelativistickoj kvant-
noj mehanici, a to je putem Fourierovog transformata. Primjenjena na 1-Cesti¢nom stanju (3.2.24), ova veza glasi

a3 . N dp
5ole) = [ G doe) = [ e et @220

gdje je kao i prije p¥ = wp. Primjenom (3.2.25) lako se pokaZe da ovako definirana valna funkcija zadovoljava
standardni zahtjev normalizacije ukupne vjerojatnosti na jedinicu:

/ x| fal / P | falp) = (32.27)

$to nas navodi na ideju da definiramo Pxg(z) = |fa(t, X)|? kao gustoéu vijerojatnosti pronalaska estice oko tocke
x u trenutku ¢. No, vazno je napomenuti da za ovako definiranu gustoéu vjerojatnosti ne postoji pripadna jednadzba
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kontinuiteta, pa ovako definirana vjerojatnost nije lokalno sacuvana. Naravno, ovo je samo manifestacija problema,
elaboriranog u odjeljku 1.4, da ne postoji relativisti¢ki opis koji je u potpunosti konzistentan s jednocesti¢cnom valnom
mehanikom.

U literaturi se Cesto definira druga velicina na koju se referira kao na valnu funkciju u z-reprezentaciji, koja se na
"prirodan" nacin dobije iz polja:

_ dp
(2m)3/2, 2wy,

Ova velicina je Lorentz skalar i zbog toga je posebno spretna u racunima. OCito je da dvije veliCine, (3.2.26) i
(3.2.28), nisu jednake jer se razlikuju za faktor (2w)_1/ 2 u podintegralnoj funkciji. No, zbog tog faktora (3.2.28) ne
zadovoljava normalizacijski uvjet (3.2.27) i stoga nije amplituda vjerojatnosti (po standardnoj definiciji). No, za ovu
funkciju moZzemo na drugi nacin definirati veli¢inu koja mjeri gustocu vjerojatnosti u x prostoru. Sjetimo se da se u
Klein-Gordonovoj teoriji moZe definirati struja

balx) = (Olp(x)[1a) = / P fo (p) (3.2.28)

i
J,u = 5 (1#* a,ﬂb - ¢au¢*)
koja je saCuvana (tj. zadovoljava jednazbu kontinuiteta 9,,5*) ako polje ¢ zadovoljava Klein-Gordonovu jednadZbu,

$to v, ocito zadovoljava. To nas navodi da pokusamo definirati lokalno sacuvanu gustodu vjerojatnosti kao:

P=J = % (¥a o — va ) (3.2.29)

No, kao $to smo ve¢ diskutirali u odjeljku 1.4, ovako definirana vjerojatnost ne zadovoljava uvjet pozitivnosti.

Ovdje se trebamo prisjetiti da relativistika i kvantna mehanika u kombinaciji ne dopustaju potpuno konzistentnu
jednocesti¢nu formulaciju, tako da je najbolje razmotriti nerelativisti¢ki limes. Za nerelativisticke impulse p? < m?
vrijedi

1 1 p? 1z p? 2/ 242
Jop  /m ( * m2> m 2m? +Olp"/m)")
paiz (3.2.26) i (3.2.28) slijedi da vrijedi:
1 : . .
wazimfa ) Yo R —1M Yo = —ivm fq

Vidimo da su u nerelativistickom limesu dvije funkcije fakticki ekvivalentne, razlikuju se samo u normalizacijskoj
konstanti. Takoder:

P~ |fa]* = Pxr (3.2.30)

Vidimo da nema nikakvih neslaganja izmedu definicija valnih funkcija i gustoca vjerojatnosti u x prostoru u nerela-
tivistickom reZimu. Pokazuje se da je (3.2.28) spretnija i vaZnija u primjenama, npr. za racunanje energija vezanih
stanja.

Radi potpunosti, napomenimo da obje valne funkcije, (3.2.26) i (3.2.28), u nerelativistickom limesu zadovoljavaju
nerelativistiCku Schrodingerovu jednadZzbu za slobodnu Cesticu:

Zat(m‘zm)%*“

iisto za f,(z). To¢kice u gornjem izrazu sadrze ¢lanove koji sadrze faktore p*/m? (ili vise potencije) pa su zanema-
rivi u nerelativistickom rezimu |p| < m.
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3.2.6 Lokalna polja — nelokalizirane Cestice*

Zadrzimo se malo na pitanju (ne)moguénosti lokalizacije Cestica u lokalnim kvantnim teorijama polja. Uzmimo jed-
nocesti¢no stanje (3.2.24) i izra¢unajmo prvo ocekivanu vrijednost operatora gustoée broja Cestice N (), definiranog
pomodu

N:/ ’p ala E/d3xj\f(x) (3.2.31)
(2r)3 PP -
Nije tesko pokazati da je operator N (z) dan s
N(z) = ip! (@) (@) — i ! (2) o (2) (3.2.32)
gdje su ¢(T) i ¢() dijelovi polja ¢ koji sadrze pozitivne, odnosno negativne, frekvencije
o (z) = / (%;ir/’% ape T () = / (%T;il;ﬂ af, P (3.2.33)
Ocito vrijedi
p(x) = ¢ () + ¢ (2) (3.2.34)
Racun daje
(la| N(x,0)|1a) = P(x,0) (3.2.35)

gdje smo radi preglednosti uzeli ¢ = 0, i gdje je P upravo (lazna) sacuvana "gustoa vjerojatnosti” definirana u
(3.2.29). U stvari, gornji izraz nam otkriva pravo fizikalno znacenje gustoce P u okviru kvantne teorije polja.

Razmotrimo sada oCekivanu vrijednost neke druge lokalne veliine opisane hermitskim operatorom (lokalne op-
servable). U tu svrhu uzmimo gustoéu energije danu gusto¢om hamiltonijana, koju éemo definirati tako da odbijemo
doprinos vakumske energije:

2 d°p 3
H :/Wwp aLap = /d x H(x) (3.2.36)
Neposredan racun daje

(10| Hx0)10) = 5 {1 Fa k. OF + |7 fux,0) + 21 £ x, 0} (3237)

Ono §to Zelimo pokazati je da jednocesti¢na stanja ne posjeduju apsolutnu lokaliziranost, tj. da je lokaliziranost
relativni pojam koji ovisi o lokalnoj observabli koju mjerimo. Na primjer, iz (3.2.28) 1 (3.2.29) slijedi da lokaliziranost
P(x,0) ux = 0 moZemo posti¢i na jedan od dva na¢ina: (ili) uzimanjem f,(p) = /2wp, §to daje fa(x,0) o §3(x),
(ili) uzimanjem f,(p) = i/ /2wp, §to daje fa(x,0) o 03(x). U prvom slu¢aju lako se vidi da f, nije lokalizirana
funkcija, dok u drugom slucaju to vrijedi za f,. Bez obzira koji od ova dva nacina lokalizacije P(z) odabrali, iz
(3.2.37) je ocito da ocekivana vrijednost gustoée energije nece biti lokalizirana jer sadrZi dijelove koji ovise ili samo
0 fq ili samo o fa. MoZe se pokazati, iako je raun malo zaguljeniji, da vrijedi i obrat - lokalizacija gustoCe energije
vodi na delokaliziranu gustoéu broja Cestica.

Ovaj primjer samo oslikava univerzalno svojstvo lokalnih relativistickih teorija polja, koje smo ve¢ susreli u
razli¢itim manifestacijama, a to je

[ U relativistickim teorijama polja Cestice ne mogu biti u potpunosti lokalizirane. ]

Kao $to smo ve¢ prije natuknuli, pokuSaj stiskanja jedne Cestice u proizvoljno maleni volumen ¢e dovesti do
moguénosti stvaranja novih Cestica, tj. stanje vise nece biti jednoCesticno nego superpozicija stanja s razli¢itim brojem
Cestica. Ono $§to je u ovim teorijama lokalno je nacin na koji Cestice medudjeluju (bez obzira da li medusobno ili same
sa sobom).
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3.2.7 Energija vakuuma i prve beskonacnosti

Vratimo se sada na izraz za energiju vakuuma (3.2.14)

Ey = ;53(0)/d3p p2 +m2 =0 (3.2.38)
Cilj nam je bolje razumijeti ovaj izraz i prirodu beskona¢nosti u njemu. Za pocetak, napomenimo da to §to je ukupna
energija beskonacna nije samo po sebi ¢udno jer je prostor beskonac¢an. Ono §to je relevantno za prostorno beskonacne
sustave, pogotovo ako su simetri¢ni na translacije u prostoru (a vakuumsko stanje je simetri¢no), je gustoca energije
jer je to velicina koja je vazna u termodinami¢kom opisu i takoder ona veli¢ina koja ulazi u gravitacijske jednadzbe
opce relativnosti. Da bi izracunali gustocu energije upotrijebit ¢emo mali trik koji éemo koristiti i kasnije — zamislit
¢emo da je teorija umjesto u ¢itavom prostoru definirana u kutiji stranica L i volumena V = L3 i pretpostaviti
da na povrsini kutije polje zadovoljava periodi¢ne rubne uvijete.> U stvari, to i nije tako nefizikalan uvjet jer se npr.
eksperimenti naj¢esce i vrSe u zatvorenim prostorijama, a s ¢isto matematicke strane ne o¢ekujemo da uvodenje rubnih
uvjeta Cini dramati¢nu razliku za lokalne veliine Cije skale su puno manje od L. Na koncu ¢emo ionako napraviti
limes L — oo &ime se vraéamo na beskonacni prostor.°
Za potrebe ovog odjeljka nije nuzno od pocetka definirati teoriju u kutiji ve¢ je dovoljno uociti par koresponden-
cija. Jedna je

d3x D d3x 1 Vv
o= [ e = PO= (55 o Gy P 02

Takoder, iz periodi¢nosti polja slijedi da valni vektor p moze poprimati samo diskretne vrijednosti odredene s
3
2w N
p:LZ;n]‘Xj s m,ng,ngez
‘]:

gdje su x;, 7 = 1,2, 3 jedini¢ni vektori Kartezijevog koordinatnog sustava koji je postavljen tako da se osi nalaze na
rubovima kutije. 1z toga slijedi
27)3

dp — Api Aps Aps = Ani Ang Ang (3.2.40)

pa prelazak na kutiju vodi na zamjenu

/d3 F (27T)3
pF(p) — > F(p) (3.2.41)

gdje je F'(p) proizvoljna funkcija od p. UvrStavanje gornjih izraza u (3.2.38) daje

Ey — Z%" (3.2.42)
P

Vidimo da je ukupna energija naprosto suma dobro znanih nultih energija vakuuma obi¢nih harmonickih oscilatora
koji u teoriji polja postoje za svaki mod p. Dakle, to je potpuno ocekivani rezultat koji nas nema $to cuditi.
Upotrijebimo sada (3.2.39) u izrazu (3.2.38) za dobijanje gustoée energije vakuuma

. Ey 1 [ & I
po = lim ‘/():/(27:))3\/p2+m2:w/0 dpp? \/p? + m? = 0o (3.2.43)

L—oo 2

gdje smo presli na polarni sustav u integraciji po d>p. To §to gustoéa energije divergira je nezgodan rezultat jer, barem
naivno gledano, iz opce relativnosti znamo da svi oblici energije i impulsa ulaze u Einstein-Hilbertovu gravitacijsku
jednadZbu. OCito je u pitanju problem kojeg treba razrijesiti.

3 Ako bi pretpostavili da polje i§¢ezava na povrsini kutije doli bi do istih zaklju¢aka.
8U fizici kondenzirane materije obitno i razmatramo sustave koji imaju kona¢an volumen tako da je normalizacija u kutiji sasvim prirodna
stvar.
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Jedan izlaz bi bio u pretpostavci da opisi prirode putem kvantnih teorija polja nisu fundamentalni ve¢ efektivni i
da vrijede samo do neke skale u impulsu pyax. U tom slucaju gornja granica u integralu u (3.2.43) nije beskonacna
vec reda veli€ine pyax Sto daje doprinos gustoci energije vakuuma

pmax

1672

po ~

gdje smo radi jednostavnosti pretpostavili da je pmax > m. PoSto iz eksperimenata znamo da u prirodi postoji bar
jedna skalarna Cestica (Higgsova Cestica) i da Standardni model dobro funkcionira barem do skale ppax ~ 1 TeV,
mozemo procijeniti doprinos gustoCi energije vakuuma. Korisno je dobiveni rezultat usporediti s trenutno najboljim
fitom za kozmolosku konstantu Svemira py ~ 10747 GeV,

po 1060
PA

Ovo je zbunjujudi rezultat. Vidimo da postoje samo dvije moguénosti: (a) postoje drugi doprinosi energiji vakuuma
(odnosno kozmoloskoj konstanti) koji su to¢no toliki da skoro u potpunosti poniste doprinos kvantne energije vakuuma
polja, (b) doprinos energije vakuuma nije fizikalan i ne treba ga uzimati u obzir niti u gravitacijskim jednadZbama.

Iako je velika koliCina istrazivanja, i to u mnogobrojnim smjerovima, bila usmjerena na pronalaZenje mehanizama
koji bi mogli generirati scenarij (a), nitko nije do sada pronasao zadovoljavajuéi koji bi bio “prirodan” tj. u kojem se
doprinosi ne ponistavaju tako da se “rukom” namjestaju brojevi u sumi tako da se prvih 59 decimala ponisti, ali ne
i 60. decimala (ovo se zove problem finog podeSavanja (eng. fine tuning) i teoretiCari ga ne vole i smatraju takve
procedure neprirodnima).

Sto se ti¢e moguénosti (b) tu takoder postoji problem. Kao prvo, kvantna energija vakuuma sigurno nije u pot-
punosti nefizikalna jer su neki njeni ucinci izmjereni. Jedna takva pojava je tzv. Casimirov efekt, koji ¢emo kasnije
malo detaljnije razmotriti, u kojem se moZe mjeriti razlika energija u sustavu kojem mijenjamo geometriju i/ili rubne
uvjete. Kao drugo, postoje doprinosi koji nisu Cisto kvantni. Ukoliko sustav prolazi kroz dramati¢ne promjene kao
Sto su fazni prijelazi, energija vakuuma (osnovnog stanja) se moZe drasticno mijenjati i te promjene su fizikalne i
mjerljive. Na primjer, pretpostavlja se da je Svemir prolazio kroz fazne prijelaze u kratkom vremenu nakon Velikog
praska. No, ono §to treba odmah napomenuti je da niti u jednom od ovih mehanizama mi ne mjerimo apsolutnu
energiju vakuuma nego razlike energija. Svejedno, detaljna analiza pokazuje da nije jasno zasto bi sadasnji iznos
kozmoloske konstante bio toliko malen u relativnom smislu.

Ovaj problem je poznat pod imenom problem velike kozmoloske konstante i predstavlja jedno od najvecih neri-
jesSenih pitanja teorijske fizike uopée. No, uocite da se radi o vrsti problema karakteriziranih “neprirodnoscu” (pojava
fine-tuninga brojeva u teoriji), a ne matematickom konzistentnoscu teorije, i porijeklo problema moZe biti naprosto
u tome S$to postavljamo krivo pitanje. Jedan od alternativnih pristupa rjeSenju problema je koristenje antropickog
principa, koji daje neka parcijalna, iako ne i potpuno zadovoljavajuca, objasnjenja.

3.2.8 Normalno uredenje

Beskonacnost prisutna u energiji vakuuma nije jedini takav problem koji trazi regularizaciju u kvantnim teorijama
polja. Kao §to smo vidjeli, mjerljive veliCine, poput energije i impulsa, u svojoj definiciji sadrZe integrale produkata
polja u istoj tocki prostor vremena, poput 2. Lako je vidjeti da ovakvi produkti nisu dobro definirani. Npr. razmo-
trimo najjednostavniji slucaj ocekivane vrijednosti operatora ¢? u vakuumu. Koristeéi (3.2.10) i komutatore (3.2.9)
lako se pokaze

d*p

B d3p d’q _
<090(13)2|0>—/(2ﬂ)3m/(271.)3\/m<0|apa:[1‘0>_/(277)32%)

1 / < dpp?
= = 0
2m)% Jo  /p?+m?
Ova beskonacnost u stvari nije neocekivana. Ona je posljedica Cinjenice da su kvantna polja operatorske distribucije
i stoga njihovi lokalni produkti nisu nuzno dobro definirani (slicno kao $to je Diracova delta funkcija §(x) dobro
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definirana distribucija, no 6()? nije matematicki smislen objekt). Kljuéno je dakle pronaéi nacin kako osmisliti (tj.
regularizirati) ovakve produkte operatora.

Opcenito, rjesenje je isto kao u slucaju Diracove delta funkcije, koju smo koristili i u klasi¢noj fizici i nerela-
tivistickoj kvantnoj mehanici. Kvantna polja, kao operatorske distribucije, dobivaju znacenje kroz integriranje po
regularnim funkcijama koje su kvadratno integrabilne ("peglanje")

pr(t) = /dgx f(x,t) p(x,t) , /d3x ]f(x,t)|2 < 00 (3.2.44)

gdje je f neka glatka funkcija na prostoru. Ovako definirani operatori ¢ s su analogoni operatora x u nerelativistickoj
kvantnoj mehanici, u smislu da njihovi svojstveni vektori nisu normalizabilni (tzv. neomedeni operatori). Operatore
s se potom moZe slobodno mnoziti i potencirati. U odjeljku 3.4.1 dat ¢emo jedan primjer rada s "ispeglanim"
operatorom polja.

U slucaju slobodnih polja postoji jednostavna metoda neposredne regularizacije produkata kvantnih polja u istoj
tocki prostor-vremena koja se naziva normalno uredenje, a koju smo u stvari ve¢ primjenili prilikom regularizacije
energije. Normalno uredenje produkata slobodnih polja se definira tako da se svi operatori stvaranja u produktu
premjeste na lijevo od svih operatora ponistenja,’ i oznacava se stavljanjem izraza izmedu dviju dvotocki, : (. ..):. Na
primjer,

‘ap a:rl: = :agap: = ail ap , ‘ap ag ag: = aTq ap ax (3.2.45)
Vidimo da se regularizacija energije stavljanjem Ey = 0 u stvari postiZe primjenom normalnog uredenja na operator
Hamiltonijana (3.2.13). Jedna ocita posljedica definicije je da svaki normalno uredeni produkt operatora stvaranja i/ili
ponistenja posjeduje iS€ezavajuéu vakuumsku ocekivanu vrijednost.

U radu s normalnim uredenjem produkata polja pokazuje se spretnim razdvojiti svako polje u pozitivno frekventni
i negativno frekventni dio

o(x) = (@) + ¢ () (3.2.46)
gdje su

d3p

D)= [P,
¢ (@) /(277)3 iy P

(2m)32wp P

Posto pozitivno frekventni dio o(t) sadrZi samo operatore ponistavanja, a negativno frekventni dio (=) samo opera-
tore stvaranja, vidimo da u normalno uredenom produktu svi pozitivno frekventni dijelovi idu na desno od negativno
frekventnih dijelova, npr.

tp(@)2i = (@) + 200 (@) o) (2) + o) (2)? (3.2.48)

Lako se moZe zakljuciti da su svi matri¢ni elementi normalno uredenih produkata polja (koji mogu ukljucivati i
derivacije) sa stanjima iz Fockovog prostora dobro definirane distribucije.

Normalno uredenje je vrlo spretna i zahvalna tehnika regularizacije produkata slobodnih polja i koristit éemo je
kasnije za opcenita slobodna polja. U slucaju interagirajuéih kvantnih teorija polja, na Zalost, normalno uredenje
u pravilu nije primjenjivo jer ne znamo egzaktno rijeSiti jednazbu gibanja i dobiti razvoj polja pomocu operatora
stvaranja i ponistenja Cestica.® U interagirajuéim teorijama polja regularizacija operatora je obi¢no sloZena i u praksi
se obi¢no moZe napraviti samo ili u perturbativnom racunu ili u razli¢itim vrstama ra¢una zasnovanih na numeri¢kim
pribliZenjima.

"U sluaju fermionskih polja, koja éemo razmotriti kasnije, postoji i faktor (—1)¥ gdje je P parnost permutacije koju je potrebno napraviti
na produktu operatora kako bi se od pocetnog dobilo normalno uredenje.
81zuzetak su kvantne teorije slobodnih polja koja medudjeluju s klasiénim vanjskim izvorom.
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3.3 Slobodno kompleksno skalarno polje. Anticestice

Pretpostavimo sada da je teorija opisana skalarnim poljem koje je kompleksno, tj. ¢! # . U odjeljku 2.2.3 (vidi
problem 2.4) pokazali smo da ako raspiSemo polje na nacin
1 , t
P = \ﬁ(sm +tipa) o= 3.3.1)

da se lagranZijan za slobodno kompleksno polje
Lo = (9up")(0"p) —m*ole
svodi na lagranZijan za dva razvezana slobodna polja

Lo= Ly + Ly

gdje je £(()T) lagranZijan (3.2.3) za polje ¢,. OCito je da Ce ista stvar vrijediti i za kanonske komutacijske relacije te
za izraze za ukupnu energiju i impuls — izrazi su naprosto unija ili zbroj doprinosa za dva nezavisna slobodna realna
skalarna polja ¢,. To sve nam omoguéava da vrlo jednostavno kvantiziramo ovaj sustav koriste¢i ve¢ dobivenu analizu
za realno polje.

Na primjer, odmah moZemo zakljuciti da se kvantizirana polja mogu raspisati pomocu operatora stvaranja i poni-
Stavanja Cestica

dsp r) _—ip-x r ip-xT
Qﬁr(l‘) = / W (a&,)e P + a%, )Te P ) y Wp = vV I)2 + m2 y T = ]., 2 (332)

gdje operatori stvaranja i ponistavanja zadovoljavaju standardnu algebru
[0y, e = @2r) 6, P —aq) ,  lag),af)] =0 (33.3)

Energija i impuls su

2
¢p ot ()
H:;/(Qﬂ')?’ wpap’ ap’ + 2Ky

2
P-Y / P00
gt (27_‘_)3 P p

gdje je Fy isti kao u (3.2.38). Fockov prostor stanja i pripadna interpretacija su potpuno isti kao za realno skalarno
polje uz jedinu razliku da sada imamo dvije razliCite vrste relativistickih Cestica, koje kreiraju nezavisni operatori
stvaranja ag )T, koje imaju jednaku masu m i spin 0.

Pitanje je Sto onda razlikuje te dvije vrste Cestica? Kako bi odgovorili na ovo pitanje uocimo prvo da nacin na koji
mozemo definirati Cestice nije jednoznacan. Naime, ukoliko definiramo klasu operatora ponistenja

_ (1) (2)
ap = Qriap’ +ai2ap <a11 a9

bp = 921 ag) + o9 ag)

) cU(2) (3.3.4)

Q21 (22

gdje je U(2) grupa dvodimenzionalnih unitarnih matrica, moZe se lako pokazati da ap, aL, bp 1 bI) takoder zadovolja-
vaju operatorsku algebru (3.3.3), te da oblik izraza za energiju i impuls ostaje oCuvan, tj. vrijedi

[ap,a:g] = [bp, bi;] = (277)3 53(13 —q) , |ap,aq] = [bp,bq] = [ap,bq] = [ap,bl;] =0
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o [ 4P fap + b 5
= W wp (apap + bpbp (3.3.5)
dp
j / i P (ahap + bhop) (3.3.6)
gdje smo usput odbacili energiju vakuuma 2 F koja nije mjerljiva ako zanemarimo gravitacijske ucinke.

Posto grupa U(2) posjeduje neprebrojivo mnogo elemenata, vidimo da postoji neprebrojivo mnogo moguénosti
odabira operatora stvaranja i poniStavanja. Koji odabir se odnosi na “prave” “fizikalne” Cestice? Na odredeni nacin,
mogli bi reci da je to stvar konvencije. No, ipak postoji samo jedan odabir (do na irelevantnu fazu) koji preferira
operator satuvanog naboja koji smo vidjeli da postoji u ovoj teoriji i koji je dan s

Q=1iq / @x (¢ ¢~ pi) (3.3.7)
Odabir operatora stvaranja i poniStavanja koji dijagonalizira () je
Lo <2>> Lo .o
ap = —= |ap’ +ia , b :—<a —1a ) 3.3.8
p \/5 ( p p p ﬂ p p ( )
koji se dobije ako se u (3.3.4) stavi 11 = a1 = 1/\/5, Qa2 = —Qpg = z/\/§ IzraZen pomocu ovih operatora @ je
dans &p
R=q / 2n) (aL ap — b}, bp) (3.3.9)

Kombiniranjem (3.3.8), (3.3.1) 1 (3.3.2) vidimo da je

a3 , ,
p(x) = / S - (ap e T 4 b eW> (3.3.10)

(27)34/2wp

tj. izbor (3.3.8) je upravo onaj prirodno dobijen iz fundamentalnog operatora teorije, tj. kompleksnog polja .
Vazno je uoditi da dvije vrste Cestica, generirane operatorima stvaranja a' i b' (tip-a i tip-b), nose naboj jednak
po iznosu ali suprotnog predznaka, (), = ¢, @, = —q. To slijedi iz djelovanja () na pripadna jednoCesti¢na stanja

Qlp,a) =¢p,a) Qlp,b) = —q|p,b)

Sto slijedi iz (3.3.9) i definicije jednocesti¢nih stanja

Ip,a) = /2wp aL|O> , Ip,b) = /2wp bL|0>

KaZemo da je Cestica tipa-b antiCestica Cestice tipa-a (i obrnuto), jer ima jednaku masu i spin, no suprotan
predznak naboja.

Kasnije ¢emo vidjeti da u relativistiCkim teorijama polja postoji teorem koji kaZe da svaka Cestica ima svoju
antiCesticu, tj, Cesticu jednake mase i spina koje nose naboje jednakih iznosa ali suprotnih predznaka. Jedini izuzetak
su Cestice koje su same sebi antiestice, no takve Cestice onda nuZno imaju sve naboje jednake nula (primjer je foton).

Citatelj se mogao zapitati za$to smo u izrazu za operator naboja (3.3.7) u drugom &lanu odabrali poredak ¢
umjesto ' ¢, koji bi ¢ak mozda bio i "prirodniji". Uogite da to nije trivijalno pitanje jer operatori u produktu ne
komutiraju. Da smo upotrijebili ovo drugo uredenje, dobili bi da su svojstvene vrijednosti svih stanja pomaknute za
konstantu (¢ danu s:

d3 d3
Qo = —q/(z:))?)[bp,bl)] = —q63(0)/ (25’3 (3.3.11)

koja je beskonacna. To bi ujedno znacilo da vakuum posjeduje beskonacnu gustoéu naboja. Ovaj primjer ilustrira

situaciju u kojoj je izbor uredenja operatora nakon kvantizacije teorije odreden zahtjevom regularnosti. Poredak
operatora u (3.3.7) automatski vodi brigu o postivanju normalnog uredenja.
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3.4 Klasicni limes kvantnih polja*

Na primjeru slobodnog skalarnog polja vidjeli smo kako izgleda kvantna teorija polja. Pitanje koje sada postavljamo
je veza s klasi¢énom fizikom, odnosno u kojim situacijama i pod kojim uvjetima mozemo ocekivati da se kvantno polje
priblizno ponasa kao klasi¢no.

3.4.1 Komplementarnost i kvantna polja

Razmotrimo prvo jednostavni nerelativisti¢ki kvantnomehanicki sustav opisan koordinatom « i pripadnim kanonskim
impulsom p. U ovakvim teorijama razlika izmedu kvante i klasicne teorije je jasno vidljiva iz relacija neodredenosti

h
Ap Az > 5 (3.4.1)
gdje je Ap disperzija impulsa u nekom fizikalnom kvantnom stanju definirana s

Ap =/ (p?) — (p)?

i sli¢no za Az. Ova relacija neodredenosti je matematicka posljedica komutatora operatora [q, p] = ¢h. Vidimo da
za razliku od klasi¢ne fizike, gdje svaku fizikalnu veli¢inu moZemo u teoriji mjeriti s proizvoljnom preciznoscu (od-
nosno, ako i postoje ogranicenja, ona nisu povezana na neki fundamentalni nacin), u kvantnoj fizici to nije tako. Na
primjer, iz (3.4.1) slijedi da potpuno to¢no poznavanje vrijednosti poloZaja u nekom trenutku automatski podrazumi-
jeva potpunu neodredenost u pripadnom kanonskom impulsu, i obrnuto. Stanja u kojima postoji velika disperzija neke
mjerljive veli¢ine ne nalikuju na klasi¢na stanja. Ocito je da kvantna stanja koja nalikuju klasi¢nima moraju posjedo-
vati sljedeca svojstva: (i) nejednakost u (3.4.1) treba biti minimizirana, (ii) i Ap i Az trebaju svaki biti "makroskopski
maleni", tj. puno manji od klasi¢nih skala u sustavu tako da se disperzija moze zanemariti. U slucaju obi¢nog harmo-
nickog oscilatora poznato je da tzv. koherentna stanja, Cije o¢ekivane vrijednosti energije zadovoljavaju (H) > hw,
zadovoljavaju oba ova svojstva i priblizno pokazuju "klasi¢no ponaSanje".

Naravno, moZemo probati istu ovu logiku ponoviti na kvantnim teorijama polja. U tu svrhu razmotrimo slobodno
realno skalarno polje ¢ () za koje éemo pretpostaviti da je (lokalno) mjerljivo. Koriste¢i kanonski komutator izmedu
polja i pridruZenog kanonskog impulsa mogli bi probati formalno konstruirati lokalnu relaciju neodredenosti koja bi
sadrzavala disperziju

No, tu odmah nailazimo na stanovite "tehni¢ke" probleme. Kao $to smo vidjeli u odjeljku 3.2.8, 2 nije dobro
definirana veli¢ina jer je polje ¢ operatorska distribucija, a distribucije se ne smiju mnoZiti u istoj tocki. Ovo se rjeSava
na nacin da se radi s operatorima koji se dobiju "peglanjem" kvantnih polja integriranjam po glatkim funkcijama. Npr.
operator koji je lokaliziran oko x = 0 moZemo dobiti na nacin

1 2
@(t) = )i / d3x e 2 () (3.4.2)

(2mwa?
Vidimo da je ovako definirani operator efektivno lokaliziran oko x = 0 s Sirinom ~ a. U limesu a — 0 testna funkcija
postaje 3(x) pa je lim, 0 @(t) = ©(x = 0,1).
Sad moZemo izracunati disperziju od @(¢) u vakuumu. MozZe se pokazati

2p2

1 *  dpp?
0|@(t)%0) = / e "
< |(10( ) | > (277)2 0 /p2 + m2
Ovaj integral je sada konaCan. U rezimu jake lokaliziranosti, a < 1/m, dobijamo

1

1
8m2a? ’ @< m

(0le(t)]0) ~
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Posto je ocito (0|@(t)]|0) = 0 dobijamo da je disperzija za "ispeglani" operator u vakuumu dana s

Ap(t) = V(0lp(t)?0) ~ 2\/;@ ! a<<%

Iz ovog rezultata moZemo izvudi dva zakljucka:

e Bez obzira $to govorimo o lokalnoj teoriji polja, polja se ne mogu mjeriti s beskona¢nom prostornom rezoluci-
jom. Prostorna rezolucija je uvijek konacna, no teoretski proizvoljno velika.

e Posto vrlo precizno lokalno mjerenje operatora u vakuumu vodi na ogromnu disperziju, vidimo da vakuum ne
nalikuje na klasi¢no stanje.

Ova dva opazanja u stvari ne bi trebala biti iznenadujuca (drugo opaZanje vrijedi i za obi¢ni harmonicki oscilator, a
slobodno polje je formalno gledano beskona¢na kolekcija harmonickih oscilatora).

Koja svojstva bi trebala imati stanja u kojima se kvantno polje ponasa klasicno? Da bi dobili odgovor na ovo
pitanje, razmotrimo Fourierov razvoj slobodnog realnog bozonskog polja, kojeg je za potrebe argumenta koji slijedi
spretnije napisati koristeéi normalizaciju u kutiji:®

(ak eikw | ach eik-x) 7 [a akﬂ =1

1
p(z) = Ek: N

Za Xlasi¢no polje, gdje je ay obic¢na funkcija s kodomenom u C, svaki mod k je karakteriziran amplitudom Ay i fazom
Ok,

ax = Ay e’ , Ay = /ajax

Sada ¢emo pokusSati konstruirati operatore koji u kvantnoj teoriji odgovaraju ovim veli¢inama. U slucaju kona¢nodi-
menzionalnih prostora, teorem o polarnoj dekompoziciji nam garantira da postoji operator Ny, koji ima semipozitivni
spektar, i unitarni operator Fj takvi da je

ax = Fx/ Nk - QL =/ Nk EkJf
t

Vidimo da je Ny = a, ax operator broja Cestica u modu k, dok unitarni operator E} odgovara faktoru e'%x . Koristeci
komutatore operatora stvaranja i poniStenja lako se pokaze da vrijedi

[Ex , Nx] = Ex (3.4.3)

Ukoliko sada napiSemo unitarni operator kao E) = ¢*©« gdje je Oy hermitski "operator faze", primjenom Baker-
Campbell-Hausdorff formule

e 4Be = B—[A,B] + %[A, [A,B]] + ...+ (L

—AA S [AB] (3.4.4)

moZe se pokazati da (3.4.3) slijedi ako pretpostavimo komutacijsku relaciju
[Nx,Ok] =i (34.5)

Posto su oba operatora u (3.4.5) hermitska, iz (3.4.5) se moZe dobiti relacija neodredenosti:'?

AN AOy — % (347

9Pisat éemo samo one komutatore koji ne i§¢ezavaju.
%Opéenito, ako je [A, B] = iC, gdje su A, B i C neki hermitski operatori, na standardni nacin se moZe izvesti sljede¢a relacija neodrede-
nosti:

AAAB > %|<o>| (3.4.6)
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Obratite paznju da su oba operatora bezdimenzionalni i u SI sustavu jedinica, tako da gornja relacija izgleda isto i
u SI sustavu (tj. nema nikakvih faktora ). OCito je da ako Zelimo da stanje nalikuje na klasi¢no, za modove koji
daju vazan doprinos stanju faza (Cije svojstvene vrijednosti su ograni¢ene periodicnoséu na 0 > 6 < 27) mora imati
disperziju puno manju od jedan, A®y < 1. Posto onda iz (3.4.7) slijedi ANy > 1, to znadi da stanje moZe imati
klasi¢na svojstva samo ako je

Wk = <Nk> > AN > 1 (3.4.8)

Dolazimo do zakljucka:

Stanje u teoriji polja moZe izgledati klasi¢no samo ako modovi k koji dominantno doprinose stanju posjeduju
srednji broj kvanata pobudenja (Cestica) puno veéi od jedan i Ny > ANy, > 1.

Tako je gornji zaklju€ak u osnovi istinit, treba napomenuti da je izvod pogresan. To se moZe jednostavno provjeriti
na nacin da se izracuna ocekivana vrijednost relacije (3.4.5) u vakuumu:

(O] Ni ©x[0) — (0[Ok N|0) = 0 # i (3.4.9)

gdje smo koristili (0] Ny = Nk|0). O¢ito je da relacija (3.4.5) nije valjana. Dva su problema koja korumpiraju njen
izvod: (1) Polarna dekompozicija ne vrijedi nuZno za operatore definirane na beskona¢nodimenzionalnim prostorima,
(2) Definicija operatora faze © je problemati¢na jer zbog periodi¢nosti § ~ 6 4 27 klasi¢na faza nije jednoznacno
definirana. Iako ne¢emo ulaziti u sve detalje, u par rije¢i éemo objasniti kako se ovi problemi mogu zaobiéi.'!

Prvi problem ima relativno jednostavno rjeSenje. Posto ocekujemo da za stanja sli¢na klasi¢nima doprinos vektora
baze s brojem Cestica ny > Ny + ANy zanemarivo malen, to moZemo iskoristiti da efektivno odreZemo Fockov
prostor stanja na nekom 7y, > Ny + ANy tako da zahtijevamo

ak]L |nmax> =0

Na taj nacin polarni teorem Ce priblizno vrijediti za stanja kod kojih je doprinos vektora baze s nx > nmax Zanemariv.
Koliko priblizno, ovisi o tome koliki je doprinos "odsje¢enog" dijela. U iduéem odjeljku vidjet ¢emo da za stanja
koja ¢emo konstruirati taj doprinos atenuira s n putem faktora (eN /n)™ koji je uzasno malen zan > N > 1, pa
relacije (3.4.3)-(3.4.3) vrijede s velikom to¢no$¢u kada se usendvice izmedu bra i ket vektora koji pripadaju ovakvim
stanjima.

Drugi problem je malo nezgodniji i svodi se na to da trebamo izbje¢i uvodenje operatora faze ©. Ideja je rastaviti
unitarni operator F na nezavisne hermitske dijelove Cy i Dy:

1
Ck = (Ek + EkT) , Dy = ?Z(Ek — EkT)

N |

Ocito je da C i Dy odgovaraju cos 0y 1 sin fx u klasicnom opisu. Sad viSe ne postoji nikakav problem s nejednoz-
na¢no$¢u i moZemo nastaviti s procedurom. Rezultat su komutacijske relacije:

[Nk,Dk] ~ ’LCk s [Nk, Ck] ~ —ka (3410)

iz Cega slijede relacije neodredenosti

1 1
AN ACk 2 §|<Dk>| ; ANy ADy 2 §|<Ck>| (3.4.11)

"Detaljnija rasprava se moZe naéi u knjizi A. Duncana, The Conceptual Framework of QFT, poglavlje 8.
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3.4.2 Koherentna stanja

Izmedu stanja koja posjeduju klasi¢no ponasanje, postoji posebna klasa, zvana koherentna stanja, koja u odredenom
smislu posjeduju ultraklasi¢éno ponaSanje. Svojstvo ovih stanja je da su relacije neodredenosti (3.4.11) saturirane (tj.
minimizirane). Ovakva stanja, osim teorijske, imaju i eksperimentalnu vaznost jer se proizvode u laserskim rezonant-
nim Supljinama i vazna su u kvantnoj optici. Koherentna stanja su u potpunosti specificirana dodatnim uvjetom da
su disperzije operatora (a 4 af) ii(a’ — a) jednake.!?. Relacije neodredenosti stoga daju

1
Aap +dp) = A7 (ap —dp) =1
Posljedica ovih relacija je da su koherentna stanja svojstvena stanja operatora poniStenja

ap |f) = f(P) If) (3.4.12)

Koriste¢i Baker-Campbell-Hausdorff formulu (3.4.4) moZe se pokazati da su koherentna stanja dana s:

3
If) = N exp (/ (ng’g £(p) aJ) 10) (3.4.13)

gdje je je N normalizacijski faktor. Iz ove relacije direktno slijedi da je koherentno stanje svojstveno stanje pozitivno
frekventnog dijela polja ¢

S0(+)(x)|f> = %f(a})]ﬁ , f(.TC) — /dgp f(p) o ipT

Ocito je da negativno-frekventni dio polja zadovoljava
(Fle (@) = 5 Fl@)(f]

Iz ovih jednakosti i ¢ = () 4+ (=) slijedi

(Fle@f) = 517@) + (@)] = pu)

gdje smo na standardni nacin definirali "klasi¢no polje" ¢y, koje pripada stanju | f), kao ofekivanu vrijednost. O¢ito
je da () zadovoljava Klein-Gordonovu jednazbu gibanja. Razmotrimo sada oéekivane vrijednosti nekih sloZenijih
hermitskih operatora u koherentnim stanjima. Na primjer, lako se pokaZe da je:

D _ oy
: xr 21
AN _ (0
ol 2:
VLD _ oy

gdje smo regularizirali operatore koriste¢i normalno uredenje. Koriste¢i gornje relacije i izraz za (normalno uredeni)
hamiltonijan (2.4.6) moZemo izracunati i ocekivanu vrijednost energije koherentnih stanja

Ep= w = ;/CPX (Sbkl(x)2 + (Vew())® +m? @kl($)2> = Hlpu]

gdje je H[pw | naprosto klasi¢ni hamiltonijan izvrijednjen na polju ¢y (z).

2Generalnija stanja koja ne zadovoljavaju ovaj zahtjev se nazivaju stisnuta stanja (eng. squeezed states). Ova stanja takoder igraju vaznu
ulogu u kvantnoj optici.
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1z gornjih izraza vidimo da su ocekivane vrijednosti operatora, koji su pridruZeni mjerljivim veli¢inama, za kohe-
rentna stanja jednake klasi¢nim izrazima izvrijednjenima na klasi¢nom polju @y (). Drugim rije¢ima,

Ako gledamo samo ocekivane vrijednosti mjerljivih veli€ina, koherentno stanje se ponasa kao klasi¢no stanje
opisano poljem ¢y ().

To je u osnovi razlog zasto se za koherentna stanja kaze da imaju ultraklasi¢no ponasanje.

Zadatak 3.4.1: Razmotrite koherentna stanja definirana u (3.4.12).
(a) Dokazite (3.4.13).

(b) Ukoliko je stanje normalizirano na standardan nacin, |(f|f)| = 1, pokaZite da je normalizacijski faktor u

(3.4.13)dan s
1 [ d3
N = exp (—2/ (2:)’3 ]f\2> (3.4.14)

Naputak: Mozete Koristiti relaciju
el = lABleBeA (3.4.15)

koja vrijedi za bilo koji par operatora A i B koji zadovoljavaju [A, [A, B]] = 0 = [B, [A, B]].

3.5 Medudjelovanje s klasicnim vanjskim izvorom

Kao prvi korak ka proucavanju interakcija medu poljima, razmotrit ¢emo jednostavniji problem vezanja kvantiziranog
polja na klasi¢ni vanjski izvor. Klasi¢ni vanjski izvor znaci da postoji vanjski utjecaj koji se nalazi u toliko visoko
pobudenom stanju da moZemo zanemariti utjecaj kvantiziranog polja na njega (tj. zanemarujemo povratnu spregu) i
koji se moze opisati klasi¢nim veli¢inama (u ovom slu¢aju klasi¢nim poljima) koja su zadana.!> Ovakve vrste teorija
vazne su i u praksi i iz Cisto teorijskih razloga. Zanimljivi primjeri iz prirode ukljucuju emisije elektromagnetskog
zraCenja razliitih izvora koji se mogu aproksimirati kao klasi¢ni, te Hawkingovo zraCenje za koje se vjeruje da
nastaje u okolini horizonta crnih rupa. S Cisto teorijskog aspekta, vaZnost ovakvih teorija je da su u nekim slu¢ajevima
egzaktno rjesive, Sto se ne vida Cesto u interagiraju¢im teorijama.

Radi jednostavnosti, razmotrit ¢emo vrlo jednostavni primjer u kojem je kvantizirano realno skalarno polje vezano
na klasi¢ni vanjski izvor opisan fiksnim klasi¢nim skalarnim poljem j(x), na nacin da je lagranZijan dan s:

m2

1
L= *(auQO)Q 9

2 .
_|_

5 2 a2

Pretpostavljamo da je j () unaprijed zadana realna funkcija na prostor-vremenu. Takoder ¢emo prvo razmotriti sluaj

u kojem izvor j(x) iSCezava, ili je zanemarivo malen, izvan vremenskog intervala t; < ¢ < ty, te da je prostorno

lokaliziran.!#

13Zainteresirani Citatelj moZe pronaéi neito vise o aproksimaciji klasiénim vanjskim izvorom u dopunskoj literaturi (npr. Weinberg I).
“Fraza koja se &esto koristi je da je izvor "ukljuéen" samo u intervalu ¢; < ¢ < ¢ ¢ U stvari je za izvod dovoljno pretpostaviti da vrijedi

t—+oo |x]—+o0
j(x,t) —— 0 , j(x,t) — 0 dovoljno brzo

no prezentacija je puno jasnija i kraéa ako se uzme da j(x) egzaktno i§¢ezava izvan intervala t; < t < ts.
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Euler-Lagrangeove jednadzbe daju za jednazbu gibanja polja:
(O+m?)p = (3.5.1)

Sad éemo pokazati da ova teorija nije bitno kompliciranija od teorije slobodnog polja i shodno tome se mozZe
egzaktno rijesiti. OcCito je da je najbolji pristup ovom problemu metodom Greenovih funkcija, koju smo proucavali u
odjeljku 2.6. Opée rjesenje jednadzbe (3.5.1) je:

o(z) = polx) — / d'y Gz — y) i(y) (3.52)

gdje je wo opée rjesenje Klein-Gordonove jednadzbe (j = 0), a G je Greenova funkcija za operator L = O + m?.
Formulacija problema i zahtjev kauzalnosti na teoriju nam kaZe da je ovdje prikladna retardirana Greenova funkcija,
koju smo za navedeni operator ve¢ konstruirali u odjeljku 2.6.2 i napisali je u jednadZzbi (2.6.21):

3
G(z —y) = Dgr(r —y) = —i/ ( Yy 0(2° — %) (e_ip'(x_y) — eip'(“"_y)) (3.5.3)

3
27)3 2wy,
MozZemo napisati kvantizirano realno slobodno skalarno polje na uobicajeni nacin:

d3p i 4
)= | ——— (ape P* +al e””) 3.54
gdje operatori ap, 1 a;r, zadovoljavaju komutatore operatora stvaranja i poniStavanja. UvrStavanjem (3.5.3) i (3.5.4)
u (3.5.2) zavrSen je matematicki posao rjeSavanja jednadzbe gibanja. Ono §to je preostalo je fizika: interpretacija
veli¢ina u rjeSenju i proucavanje fizikalnih posljedica.
Kao prvo, uo¢imo da izbor retardirane Greenove funkcije znaci da je:

o(x) = @o(x) , za t <t

Sto znaCi da su ap 1 aI, operatori poniStenja i stvaranja fizikalnih Cestica u Fockovom prostoru stanja u asimptotskom
rezimu ¢ < ¢; u kojem je polje slobodno. Druga stvar koju treba opaziti je dazat > ¢y sve tocke u kojima je j(y) # 0
su u proslosti pa mozemo zamijeniti step funkciju jedinicom, 6(xoy — yo) — 1, §to daje:

. d3p o o )
_ 4 4y ip-(z—y) _ ip-(x—y)
p(z) = sOo(fc)H/d y/ @) 20, (e PREmY) — ety )J(y) ;o t>ty
d3 ~ . ~ .
—le) ¢ g, U0 =) ) (3:55)

gdje je Fourierov transformat od j(x) definiran na standardan nacin:
i) = [ dtyerri)

Uocite da je p° = Wp, G. p? = m?. Primjena (3.5.4) daje konaéni izraz za rjeSenje za t > ty:

d3p [< i~ , i o~ A\
)= | ———|{ap + — 7 )e‘”’“—l—(a + —J )e“” , t>t 3.5.6
80( ) / (2,”)3\/% P \/m](p) 1Y \/m](p) f ( )
Vidimo da je ukupni ucinak izvora u vremenskom razvoju iz asimptotske proslosti u asimptotsku buduc¢nost dan
redefinicijom operatora stvaranja i poniStenja: '
1

\/ 2wp

ap (t<t;) — Ay =ap+ i(p) (t>tp) (3.5.7)
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Moze se lako zakljuciti da sve veliCine, poput energije i impulsa, ako se izraze pomocu operatora stvaranja i ponistenja
dozivljavaju istu transformaciju. Tako je hamiltonijan u ¢ > ¢ dan s:

d’p
H(t>tf):/(27r)3prLAp ;

operator impulsa s:

d3p
P(t>tf) = / Ok pALA, |

a operator broja Cestica s:

d*p
N(t>ty) = / @ Al A,

Posto operatori Ay i AI) ocito zadovoljavaju iste komutacijske relacije kao ap i a;f,, mozemo zakljuciti da je vakuum
zat > ty odreden s Ap|04) = 0 i da se djelovanjem operatora AIT, na bilo koje stanje stvara Cestica impulsa p.
Obratite paZnju da vakuum u ¢ < #; nije jednak vakuumu u ¢ > t; (veza izmedu dva vakuuma je dio zadatka 3.5.1).

Pretpostavimo sada da je u ¢t < ¢; sustav bio u stanju s fiksnim brojem Cestica n. Ocekivana vrijednost promjene
energije je stoga dana s:

3 ~
AB= (ul H(t > ) ) = (ol < ) ) = 5 [ 555 700

Sli¢no za promjenu impulsa dobijamo:

— dgp ~ 2
AP = (n[P(t > 1) In) — (nl Pt < ) In) = [ 558 (o)
a za promjenu broja Cestica
_ d3p ~ 2
AN = (n| N(t > t;) |n) — (n| N(t < t;) |n) = / Gy i) (3.5.8)

gdje je u sva tri izraza p° = wp = \/p? + m2.

Vidimo da djelovanje vanjskog polja, ¢ak i kad je klasi¢nog tipa, omogucuje tvorbu Cestica Sto vrijedi Cak i
ako je pocetno stanje u ¢t < t; bilo vakuum. Ovdje ponovo vidite zaSto je svaki poku$aj konstrukcije jednoCesticne
relativisticke kvantne mehanike osuden na propast. Naprosto, relativistika i sacuvanje broja Cestica ne idu ruku pod
ruku. Uodite da samo modovi od E(p) koji su u rezonanciji s on-shell masenim uvjetom p?> = m? doprinose ovom
efektu, $to znali da izvor j(x)) mora biti dovoljno brzo promjenjiva funkcija u vremenu. OCito je da stacionarni
vanjski izvor (9pj(z) = 0) ne moZe izazvati efekt tvorbe Cestica.

Moze izgledati zbunjujuce da se energija sustava promijenila, no razlog je vrlo jednostavan. U ovom slucaju j(x)
je vremenski promjenjiva funkcija pa akcija viSe nije invarijantna na translacije u vremenu i stoga nema sacuvanja
energije (sustav je "tjeran"). Izvor "tjera" polje i pritom izmjenjuje energiju s njim. Takoder, posto je j(x) prostorno
promjenjiva funkcija akcija nije invarijantna na translacije u prostoru pa ukupni impuls nije sacuvan. Izvor "tjera"
polje (sjetite se tjeranog harmoni¢kog oscilatora) i snabdjeva ga energijom i impulsom.!> Zakoni sa¢uvanja vrijede
samo u asimptotskim podrucjima t < t; it > ¢y, u kojima je j(x) = 0.

Ovaj efekt postoji u svim kvantnim teorijama polja. Dva ¢uvena primjera su:

15Ta energija i impuls dolaze od vanjskog "agregata", tj. sustava koji generira i odrZava vanjsko polje j ().
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1. Schwingerov efekt: Ako primjenimo dovoljno jako elektricno polje, iz vakuuma bi se trebali kreirati parovi
Cestica-antiCestica. Razlog tvorbe parova a ne pojedinacnih Cestica je saCuvanje elektricnog naboja. S obzirom
da je elektron najlakSa nabijena Cestica, najlakse je kreirati parove elektron-pozitron. Vazno je istaknuti da je u
kvantnoj elektrodinamici tvorba Gestica moguéa ¢ak i ako su polja statiéna (E = 0, B = 0), i taj mehanizam
je neperturbativan. Problem je $to ratun pokazuje da je za postizanje znacajnije vjerojatnosti potrebno vrlo
snazno elektri¢no polje iznosa |E| > m?g ~ 10'® V/m. Ovako jako polje jos§ uvijek nije postignuto, ¢ak ni uz
primjenu najjacih lasera, tako da Schwingerov efekt jos uvijek nije ekperimentalno potvrden. Ocekuje se da ce
nova generacija lasera, koja je upravo u izradi, mo¢i posti¢i dovoljnu snagu da testira postojanje Schwingerovog
efekta.

Zanimljivo je da koriste¢i Schwingerov efekt moZemo argumentirati da ne mogu postojati stabilni atomi rednog
broja veéeg od Z ~ 137. Iz Coulombovog zakona dobijamo da je iznos elektri¢nog polja u okolini jezgre dan s
Ze Ze

~ -2

~Y
4A7r? dmme

12

gdje smo za radijus uzeli Comptonovu valnu duljinu elektrona A = 1/me,, jer smo za valne duljine A\ > 1/m,
sigurni u rezultat za racun tvorbe para iz vakuuma. Izjednacavanje tog elektri¢nog polja s kriti¢nim (|E.| =
m? /e) daje za kritiéni redni broj:

47 1

Lyt ~ —5 = — =137
e e

Dakle, atomi s jezgrama koje imaju Z 2 137 Ce biti nestabilni na Schwingerov efekt.

2. Hawkingovo zracenje: Ako se kvantno polje nalazi u zakrivljenom prostor vremenu, to ima slic¢an efekt kao
da postoji vanjski izvor. To pak znaci da vremenska promjena metrike prostora moZe inducirati tvorbu Cestica.
Teorija predvida da se taj efekt dogada na horizontima crnih rupa stvarajuci tzv. Hawkingovo zracenje. Na
Zalost snaga Hawkingovog zraCenja za velike crne rupe je vrlo slaba, toliko da je za puno redova veliCine
zasjenjeno zraCenjem koje emitira materija koja pada u crnu rupu. Uz danasnju tehnologiju, jedini nacin za
detekciju Hawkingovog zracenja bi bio iz izoliranih mikroskopskih crnih rupa. Neki znanstvenici su se nadali
da bi se takve crne rupe mogle stvarati u sudarima na LHC akceleratoru, no to je viSe science ficton mastanje
nego rezultat stvarnih proracuna u okvirima realisti¢nih teorija.

Zadatak 3.5.1: Razmotrite situaciju u kojoj se kvantno polje u t < ¢; nalazilo u vakuumskom stanju |0_), ap|0_-) = 0.

(a) KoristeCi rezultate iz zadatka 3.4.1 pokaZite da se vakuum definiran u ¢ > ¢y moZe napisati na sljedeci nacin

) =i [ iEdin) . K=o (< [ el 659
tj., da je koherentno stanje kad ga se napiSe pomoc¢u vakuma i operatora stvaranja i poniStenja za ¢t < ¢;.
(b) Koriste¢i gornji rezultat pokaZite da je vjerojatnost pronalaska sustava u vakuumskom stanju u ¢ > ¢y dana s:
P(0) =e?
gdje je A = AN iz (3.5.8).
(c) Pokazite da je vjerojatnost da ¢emo sustav u ¢ > ¢ pronaci u stanju s n Cestica dana s:

A"
P(n)zﬁe A

Sto je Poissonova distribucija.
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3.6 Udarni presjeci i Sirine raspada

U kvantnoj fizici nas Cesto zanimaju vjerojatnosti prijelaza iz nekog danog pocetnog stanja u trenutku ¢; u neko
konacno stanje u trenutku 7, simboli¢ki napisano ¢ — f. Kvantna mehanika nam daje procedure za raCunanje
amplituda vjerojatnosti iz kojih se potom dobiju vjerojatnosti na nacin

(fitelistsy = |(fitslista)]? (3.6.1)

U kvantnoj teoriji polja uglavnom ¢e nas zanimati pocetna i konacna stanja koja se sastoje od Cestica koje su toliko
medusobno udaljene da je medudjelovanje zanemarivo pa ih mozemo tretirati kao slobodne.

Tipican proces rasprsenja, koji ukljucuje 2 Cestice u ulaznom stanju i 3 Cestice u izlaznom stanju (na svim dija-
gramima koje ¢emo crtati vrijeme raste s lijeva na desno), je skiciran na dijagramu iznad. Zanimat ¢e nas netrivijalni
procesi u kojima Cestice tokom vremena dodu u “prostor medudjelovanja” (na gornjoj slici simboliziran iscrtanim
krugom), tj. dio prostor-vremena u kojem su Cestice dovoljno blizu da moZe do¢i do njihovog znatnijeg medudjelova-
nja (“sudar”), §to dovodi do toga da stanje u buduénosti neée nalikovati ulaznom stanju. Nakon $to protekne dovoljno
vremena, izlazno stanje ¢e imati svojstvo nekog stanja iz “izlaznog” Fockovog prostora, §to znaci superpozicija stanja
slobodnih Cestica koje se medusobno udaljavaju. Ukoliko nas zanima amplituda prijelaza u neko specificno stanje
u Fockovom prostoru (na slici iznad to je stanje u kojem su nastale neke specificne 3 Cestice s odredenim kvantnim
brojevima) govorimo o specificnom procesu.

Kako bi se u potpunosti ispunio uvjet da su Cestice u ulaznom i izlaznom stanju slobodne, formalno ¢emo uzeti
daje t; = —o0, ty = oo, jer Ce tada sve Cestice u stanjima biti na beskonaCnoj medusobnoj udaljenosti (tzv. asimp-
totska stanja). U praksi ta vremena naravno nisu beskonacna no dovoljno je da su bitno veca od vremena trajanja
medudjelovanja, §to je obi¢no samo djeli¢ sekunde.

VazZna velicina koja ¢e nas zanimati je S-matrica koja se definira kao:

(fIS]i) = ( fitp = o0 |ist; = —00) (3.6.2)

gdje su |#) i | f) stanja u neinteragirajucoj teoriji (tj. teoriji slobodnih Cestica). Nas cilj ¢e biti razviti procedure za
racunanje S-matrice. No, za pocCetak éemo uvesti neke standardne mjerljive veliine koje se koriste u opisima procesa
rasprienja.

3.6.1 Udarni presjeci

Udarni presjek za sudare Cestica dobije se generalizacijom istog pojma koji ste definirali na predavanjima iz klasi¢ne i
kvantne mehanike. Ako na neku metu nalijece snop Cestica koji se na njoj rasprsuje, udarni presjek o se definira kao:
broj rasprSenih Cestica 1IN

0= — . .- PRI = T
vrijeme X gustoéa Cestica u snopu X brzina Cesticau snopu 7' ¢
gdje je NN broj rasprSenih Cestica, ¢ tok upadnih Cestica (gustoca broja Cestica puta brzina Cestica), 1 1" vrijeme
trajanja eksperimenta. MoZemo definirati diferencijalni udarni presjek do/dS2, gdje je do broj rasprienih Cestica u
infinitezimalni element prostornog kuta df2.

U kvantnoj mehanici udarne presjeke definiramo pomodu vjerojatnosti
_ 1dP N

-z o dP= - (3.6.3)

do
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gdje je Nypada ukupni broj Cestica koje su napucane na metu, tok @ je sada normaliziran kao da je u upadnom snopu
samo jedna Cestica, a d P je diferencijalna vjerojatnost rasprsenja u stanja s nekim svojstvima (najc¢esce u diferencijalni
element kinetickih varijabli izlaznog stanja).

Velicina koja se Cesto koristi u eksperimentalnoj fizici, pogotovo na sudaracima Cestica, je luminozitet L, koji se
definira kao N

dN = Ldo == L=—

ol

1z prakti¢nih razloga tesko je organizirati (pa se i u prirodi rijetko dogadaju) istovremene sudare viSe od dvije
Cestice (tzv. dvocesticni procesi), pa ¢emo se fokusirati na procese tipa

2—N . pitp—pitpit+py

gdje su Cestice u ulaznom i izlaznom stanju karakterizirane impulsom (i spinom i drugim kvantnim brojevima nuZnim
za potpuno specificiranje stanja, no ove oznake neemo pisati ve¢ ¢emo ih podrazumijevati). Procesi u kojima se
raspruje viSe Cestica se najceSCe sastoje od nezavisnih uzastopnih dvocesti¢nih procesa, pa pripadne vjerojatnosti
dobijemo mnoZenjem vjerojatnosti dvocesti¢nih procesa).

Da bi ulazna i izlazna stanja bila fizikalna, Cestice ne mogu nositi to¢no definirani impuls veé postoji glatka
normalizabilna (kvadratno integrabilna) valna funkcija u p-prostoru. To ujedno osigurava da se radi o lokaliziranim
valnim paketima u x-prostoru, $to je nuzan uvjet da mozemo govoriti o slobodnim ¢esticama u poc¢etnom i konaénom
stanju. Stoga, kad govorimo o Cestici impulsa p preSutno pretpostavljamo da je ona ustvari opisana normalizabilnom
valnom funkcijom koja je toliko o$tro lokalizirana oko impulsa p da za veéinu prakti¢nih potreba moZemo uzeti
da je u stanju |p). To je puno prakti¢nije u raCunima nego raditi s valnim paketima, $to zna biti nespretno i Ciniti
izraze nepotrebno kompliciranima. Doduse, to ¢e u par situacija zahtijevati koristenje nekih trikova kod izvoda, poput
normalizacije u kutiji.

U sustavu mirovanja jedne ulazne Cestice (“meta” u laboratorijskom sustavu) vrijedi

Iv|
¥

gdje je v brzina druge ulazne Cestice (“projektil”), a V' ukupni volumen prostora koji zauzima Cestica. U drugim
sustavima, u kojima se obje Cestice gibaju, gornja relacija prelazi u

b —

Vi — Vo
b =-——"
v
t 3.63 taj
pa stoga ( ) postaje vV dp
do = ———— (3.6.4)
T |V1 — V2|

Vjerojatnosti pak dobijemo iz normaliziranih amplituda prijelaza

I{fISIi)*
aP = Cp i (3.6.5)

gdje je dII infinitezimalni element u prostoru impulsa konacnog stanja |f). Da bi izvrijednili veli¢ine u (3.6.5)
najspretnije je koristiti normalizaciju u kutiji koju smo objasnili u odjeljku 3.2.7. U tom slucaju moZemo napisati

HAn An ==

(3.6.6)

gdje smo koristili korespondenciju (3.2.40). Normalizacija stanja |4) i | f) je pak

(ifi) = (p1|P1> (p2[p2) = (27) 2E1 6°(0) (27) 2B 6°(0) = 4B, EpV?

N
(f1f) = H (pjlp)) = [[2E}V
7j=1 7j=1
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gdje smo koristili korespondenciju (3.2.39), i gdje su E » energije Cestica u poCetnom stanju a E; energije Cestica u
finalnom stanju.

Razmotrimo malo opca svojstva S-matrice koristeci “perturbativni” nacin razmiSljanja. Ukoliko bi teorija bila
slobodna, bez medudjelovanja, ne bi uopce bilo rasprSenja i S-matrica bi bila jednaka jedini¢noj matrici, S = 1. To
znaci da u¢inak medudelovanja moZemo izolirati tako da napiSemo

S=1+iT (3.6.7)

gdje se T naziva transfer matrica i ona sadrZi svu informaciju o medudjelovanjima. Posto pretpostavljamo saCuvanje

energije i impulsa, oekujemo da 7 mora biti oblika
N

T=0@n)'6 pr—p)M . pi=pitp , pr=)_ (3.6.8)
j=1

gdje je M invarijantna amplituda. UvrStavanje u (3.6.7) daje
(fIS = D)) = i(2m)* 8 (py — pi) (FIM]3) (3.6.9)

Pretpostavit ¢emo sada da nas zanima genericki matricni element |f) 7 |i) i ostaviti razmatranje posebnog slucaja
ukojem je | f) = |i) (eng. forward scattering) za drugu prigodu. U tom slucaju jedinica u gornjem izrazu ne doprinosi
i imamo

[(FIS1D)2 = (2m)° [ (s — p)]” [(FIM D)2

Kvadrat Diracove ¢ funkcije, koji matematicki nema smisla i pojavljuje se zato $to nismo radili s normalizabilnim
valnim funkcijama, ¢emo izvrijedniti koriste¢i normalizaciju u kutiji:

64y — p)]? = 64(0) 6 (py — pi) = 5731 5(p; — pi)

gdje se, zbog toga Sto imamo 4-dimenzionalnu ¢ funkciju, sada pojavljuje volumen u 4-dimenzionalnom prostor-
vremenu V; = V'T'. UvrStavanje toga gore daje

[(fIS[0)]? = (2m)* TV 8" (pg — pi) |(fIM]3)|?
Sad moZemo ovo, skupa s (3.6.6) uvrstiti nazad u (3.6.5) i dobiti

T |My?

ar= V (2E1)(2E3) dllyes My = (fIM]) (3.6.10)
gdje je
N d3p/-
dllyps = (277)4 54(Pf — i) H m 3.6.11)
j=1 j

Lorentz invarijantan infinitezimalni element faznog prostora Cestica u konacnom stanju. Lorentz invarijantnost mjere
integracije dll pg je predmet zadatka 3.6.1.
Ako uvrstimo (3.6.10) u (3.6.4) dobijamo konacni izraz za diferencijalni udarni presjek

do = Myl dIl (3.6.12)
QE))(2Ey)|v1 — vo - P8 o

Konacno, veli¢ina koja ¢e nas takoder zanimati je totalni udarni presjek o za dani skup Cestica u izlaznom stanju
koji se dobije integracijom diferencijalnog udarnog presjeka po ¢itavom faznom prostoru:
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of = LS}f/daf (3.6.13)

gdje je S faktor simetrije koji za svaki skup od n; istovrsnih Cestica u konanom stanju sadrzi faktor n;!, koji kom-
penzira viSestrukosti koje generira integracija po faznom prostoru. U slucaju kad su sve Cestice u kona¢nom stanju
razlicite, S = 1.

Zadatak 3.6.1: PokaZite da vrijedi

d3p
/d4p5(p2 —m?*)0(p°) f(p) = /2E F(° = Ep,p) (3.6.14)
P
gdje je f(p) proizvoljna funkcija 4-impulsa p, a 6(x) je step-funkcija definirana s

0(r) = { é iig (3.6.15)

Posto sui d*pi 6*(p? —m?) i 6(p®) invarijantni na Lorentzove transformacije, formula (3.6.14) pokazuje da je mjera
d3p/(2Ep) Lorentz invarijantna.

3.6.2 Brzina raspada

Poseban slucaj procesa je onaj u kojem se u pocetnom stanju nalazi samo jedna Cestica:
1— N . p— Pttty (3.6.16)

To je proces koji opisuje raspad nestabilne Cestice. Strogo uzevsi, nestabilna Cestica ne moZe biti element asimptot-
skih prostora stanja koji se matematicki definiraju u ¢ — o0, jer nakon beskona¢no vremena vjerojatnost pronalaska
takve Cestice je nula. Stoga bi se moglo prigovoriti da nije ispravno koristiti S-matricu za racunanje raspada Cestica.
No, u praksi postoje situacije (i nisu rijetke) u kojima je ovakav opis ipak primjenjiv, u smislu aproksimativnog racuna.
Na primjer, razmotrimo situaciju u kojoj hamiltonijan ima oblik H = H; + AH>, gdje je konstanta vezanja A dovoljno
malena da je perturbativni razvoj po njoj smislen, a Cestica koju razmatramo je stabilna za A = 0, tj. nestabilnost
uzrokuje perturbacija AH. U tom slucaju Cestica moZe nastati u procesu za koji je odgovoran dio hamiltonijana H;
i ako je perturbacija malena moZemo ocekivati da je vrijeme Zivota Cestice dovoljno veliko tako da ¢e ona u pravilu
prevaliti veliki put prije nego se raspadne pod utjecajem perturbacije (ovo je slikovito prikazano na dijagramu ispod).
Ocito je da u ovakvom perturbativhom racunu mozZemo tretirati Cesticu kao da je efektivno u asimptotskom ulaznom
stanju i racunati pripadne S-matri¢ne elemente.

nestabilna dugozivuéa Cestica
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Diferencijalna brzina raspada, tj. vjerojatnost da ¢e se Cestica s impulsom p; raspasti u specifi¢no viSecesticno
stanje s impulsima p;- u infinitezimalnom elementu faznog prostora u jedinici vremena, je dana s

dP
dry = Tf (3.6.17)

Sli¢na procedura kojom smo dobili formulu (3.6.12) za diferencijalni udarni presjek u ovom slucaju daje

_ Mgl

dll 3.6.18
5E, LIPS ( )

dr'

Cesto nas zanima parcijalna brzina raspada, tj. brzina raspada u dani skup estica u konaénom stanju f, koja se
dobije iz diferencijalne brzine raspada integracijom po faznom prostoru stanja (ukljucujuéi sumaciju po spinovima)

T;= ;/drf (3.6.19)

gdje je S ponovo isti faktor simetrije kao u (3.6.13). Ukupna brzina raspada se dobije sumiranjem po svim moguéim
modovima raspada Cestice

r=>» Ty
f

Ukoliko u trenutku ¢ imamo N () nestabilnih Cestica, koje su sve u istom stanju, tada iz definicije ukupne brzine
raspada slijedi da ¢e ocekivani broj Cestica koje Ce se raspasti u intervalu (¢, ¢ + dt) biti dan s I'N (¢) dt. Iz toga slijedi
da je promjena broja Cestica dana jednadZbom

AN (t)

N(t) = -TN@dt = =2

— T N(#)

Integriranje ove jednostavne obi¢ne diferencijalne jednadzbe (metodom separacije varijabli) daje da ¢e ocekivani broj
Cestica u trenutku ¢ biti dan formulom:

Nt =N | 1= %

gdje je T srednje vrijeme Zivota Cestice.

3.6.3 Posebni slucajevi

Razmotrit éemo neke vrste procesa koji se Cesto javljaju u praksi, a za koje se integracije po faznom prostoru impulsa
mogu analiti¢ki napraviti.

Rasprsenje 1 + 2 — 1’ + 2/ u sustavu centra masa

Vrlo Cesto nas zanima rasprSenje dvije Cestice u dvije Cestice u sustavu centra masa (CM)

p1+p2 — Py + P
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U CM sustavu zakoni ofuvanja nameéu veze p; = —p2 i pj = —ph. Uvodimo ukupnu energiju u sustavu CM:
Ecy = Ey + Ey = E] + El. Posto se ove veze u izrazu za udarni presjek namecu delta funkcijom, moZemo ih
odmah uvrstiti u matri¢ni element M ¢;. Iz (3.6.11) dobijamo

d*py  dPph

3.6.20
(2m)32E] (27)32E) (3.6:20)

dlpps = (27)* 84 (p) + phy — p1 — p2)

Ukoliko uvrstimo ovo u (3.6.12) te potom prointegriramo po pf koristeéi d funkciju, te predemo na polarni koordinatni
sustav pri integraciji po p}, dobijamo

2

o 1 /Ood bs S(Ey + EY — Ecym) (M i)
dQ ~ (87)2E1Ealvi — va| Jo priEé 1+ Ey — Ecm) [Myi

gdje je d) element prostornog kuta u prostoru impulsa p/, i gdje su

pr=Ipl=Ipsl E§=\/W,j:1,2

U ovom trenutku je prakti¢no napraviti supstituciju varijable integracije py — = = E}| + E) — Ecw, s tim da drzimo
Ec fiksnim. Za prelazak na varijablu « treba nam jakobijan transformacije

dpy ([ dx 71_ Pf Dy 71_ E{E, 1
dr — \dpy \E,  E} ~ E|+E} ps

pa dobijamo

00 ; 2 ; 29 E o ! /
do 1 / 02 6(2) prIMyil®  py|Mpl” 0(Ecy —my —ms)
z(0)

@ - (87T)2E1E2‘V1 - V2‘ Ei + Eé - (STF)QElEQECM’V1 — Vg‘

gdje je 2(0) = z(py = 0) = m} + mb — Ecm a 0(z) je step-funkcija definirana s

1 >0
9($):{ 0 z<0

i njena uloga je ocito da “pazi” da se proces moZe dogoditi samo ako pocetno stanje ima dovoljnu energiju. Kako u
sustavu CM vrijedi

Ecwm
EEs

[p2|
Es

= |P1|

_ |P1|
‘Vl V2| = ’ E1 +

konacan rezultat za diferencijalni udarni presjek u sustavu centra masa je

do |p/1’ ’MfiP / /
— = — ———— ((FE — — 3.6.21
<dQ>CM ‘pl, 647T2 E(%M ( o " m2) ( )

U posebnom slucaju kada cestice u konaCnom stanju imaju jednaku masu kao Cestice u pocetnom stanju, tj.

m1 = mj i mg = m, (elasti¢no rasprsenje), vrijedi |p;| = |p}|. pa gornja jednadzba glasi
do ) |M fz"Q / /
) =L (my=m, my=m)) (3.6.22)
(dQ om  64m? Ely
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Elasti¢no rasprsenje 1 + 2 — 1’ + 2’ u laboratorijskom sustavu

Laboratorijski sustav je sustav u kojem jedna upadna Cestica miruje. U ovom slucaju mirujuca upadna Cestica se
naziva meta, a gibajuca upadna Cestica projektil. Elasticno rasprSenje znaci da se mase upadnih i izlaznih Cestica
podudaraju, tj. my = m/ i mg = m

Ako metu oznacimo s 2, a projektil s 1, diferencijalni udarni presjek je dan s

2 12
(da) _ 1 . (P1) \/\jlfz\ : (3.6.23)
d ) (87)% ma|p1||(E1 + ma)|p}| — |P1| B} cos )|

gdje je 0 kut izmedu p; i p}.
U posebnom slucaju kad je projektil bezmasen (m; = 0) gornja formula se pojednostavljuje u

do Ej 2 P
L I (. ' 3.6.24
<dQ>Lab <87T m2E1> M ( )

Zadatak 3.6.2: Dokazite (3.6.23) 1 (3.6.24).

Raspad1 — 1’ + 2

U slucaju najjednostavnijeg procesa raspada u dvije Cestice 1 — 1’ + 2/, gdje radi jednostavnosti radimo u sustavu
CM u kojem ulazna Cestica miruje (p; = 0), koristeci (3.6.18) 1 (3.6.19) lako se pokaZe da je parcijalna brzina raspada
dana s

1 |P’ 2
I'r= — Mg 3.6.25
f S 8w m% | fz| ( )
gdjeje p = p’1 = —p’2. Faktor simetrije konac¢nog stanja S je definiran kao i prije. Vidimo da je u ovom slucaju

sva integracija u potpunosti odredena kinematikom i da smo je mogli napraviti bez ikakvog poznavanja dinamike (tj.
M ;). U sluCaju raspada u tri Cestice ovo svojstvo vise ne vrijedi.

Zadatak 3.6.3: Dokazite (3.6.25).

3.6.4 Nerelativisticki limes

U nerelativistickom limesu, tj. reZimu u kojem su iznosi svih impulsa Cestica |p| puno manji od njihovih masa, mo-
Zemo usporediti rezultate s onima dobijenima primjenom nerelativisticke kvantne mehanike. PoSto u nerelativistickoj
kvantnoj mehanici nema stvaranja ni ponistenja Cestica, to implicira da su Cestice 11 1’ istovrsne, kao i 21 2’ (elasti¢no
rasprienje), iz Cega slijedi m1 = m) i mo = m). Iz definicionih jednadzbi (3.6.7)-(3.6.9) nije teSko pokazati da je
invarijantna amplituda M povezana s nerelativistickom amplitudom rasprienja f (k) u CM sustavu putem relacije

My = 8tEcm f(p' — p) ~ 8(m1 + m2) f(p' — p) (3.6.26)

gdiejep = p1 = —p2ip’ = p2 = —p), koja vrijedi ukoliko su Cestice koje se sudaraju razli¢ite. U drugoj
jednakosti smo koristili nerelativistiCku aproksimaciju u kojoj je Fcm &~ my + ma. Ukoliko su Cestice identicne,
relacija ima oblik

My = 8m(my +ma) [f(p' —p) £ f(—p' — p)] (3.6.27)
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gdje se predznak + odnosi na bozone, a predznak — na fermione. NajniZi red (drvasta aproksimacija) Feynmanovog
racuna odgovara Bornovoj aproksimaciji u nerelativistickoj teoriji, u kojoj je:

f~-Lvk . VK= / Bx e w XV (x) (3.6.28)

gdje je V(x) potencijalna energija medudjelovanja Cestica u nerelativistickoj mehanici, dok je p reducirana masa
Cestica,

mimsa

a m1 + mg

Vidimo da nam formule (3.6.26)-(3.6.28) daju recept za izraCunavanje klasi¢ne nerelativisticke potencijalne energije
medudjelovanja Cestica koje se sudaraju pomocu invarijantne amplitude M. U slucaju razlicitih Cestica recept nam
daje formulu:

(3.6.29)

Komentari:

1. U slucaju identi¢nih Cestica (za koje kvantna teorija polja kaZe da su neraspoznatljive), M u gornjoj formuli
treba zamijeniti pripadnom "polovicom", u skladu s formulom (3.6.27).

2. Cinjenica da nam invarijantna amplituda M izmedu ostalog daje i potencijalnu energiju omoguéava nam analizu
vezanih stanja. Ovo je samo jedan primjer koji demonstrira da je u M skrivena velika informacija o danoj teoriji
polja (ali ne i potpuna).

3. Drvasta aproksimacija nam daje izraz za klasic¢ni potencijal. U Feynmanovom razvoju za kvatnu teoriju polja
postoje dijagrami s petljama koji takoder odgovaraju Bornovoj aproksimaciji, u smislu da imaju samo jednu
"precku". Doprinos ovih dijagrama daje kvantnu korekciju nerelativistickoj potencijalnoj energiji. Na primjeru
Yukawa teorije u odjeljku 4.16.3 razjasnit ¢emo ovo detaljnije, a na primjeru spinorne kvantne elektrodinamike
u odjeljku 5.5.3 izracunat ¢emo prvu kvantnu korekciju potencijalnoj energiji.

3.7 S-matrica i vremensko uredenje
U proslom odjeljku uveli smo S-matricu koja opisuje rasprsenja Cestica kao

(f1S]i) = (fst =00 list = —00) (3.7.1)

Sada krecemo u razvoj tehnika koje nam omogucuju racunanje elemenata S-matrice, odnosno njenog netrivijalnog
dijela, invarijantne amplitude M. Kao §to smo objasnili u prethodnom poglavlju, pretpostavljamo da je zadovoljeno:

1. Vrijeme trajanja medudjelovanja je efektivno ograniceno.
2. Asimptotska stanja |i ;¢ = —o0) i | f;t = 00) se sastoje od skupa slobodnih Cestica.

Napomenimo samo da je u tipi¢nim procesima u fizici Cestica efektivno vrijeme medudjelovanja u procesima izuzetno
kratko (10723 - 1079 s) tako da vrijeme trajanja procesa uopée ne treba biti jako veliko da bi uvjeti bili zadovoljeni.
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3.7.1 LSZ redukcijska formula

U asimptotskom podrucju moZemo uvesti operatore stvaranja i ponistenja kao i u slobodnoj teoriji
it =—00) = v2wr -+ 2wn aiV . a0 (3.7.2)

|fit = +o0) = \/2w1 SVEEATASARE °““HQ> (3.7.3)

gdje oznaka “in” (“out”) govori da se radi o operatoru koji stvara slobodnu cesticu u ulaznom/pocetnom (izlaz-
nom/konaCnom) asimptotskom Fockovom prostoru (u ¢; = —o0, odnosno ty = o00), n (IN) broj Cestica u ulaznom
(1zlaznom) stanju (u racunima ¢e obicno biti n = 2), 1 uveli smo kratice w; = wp, 1 w] = wp! - Treba uoditi da je |€2)
“pravi” vakuum, tj. vakuum interagirajuce teorije i da je razli¢it od vakuuma slobodne teorlje koji ¢emo oznacavati
s |0). Posto je |2) stanje najniZe energije, njegova interpretacija se tijekom vremena ne mijenja i stoga je |{2) isti u
ulaznom i izlaznom asimptotskom Fockovom prostoru stanja.'®

Uvrstavanje (3.7.2) 1 (3.7.3) u (3.7.1) daje

(£1513) Hﬂw H\/Qw al it oDt oY) (3.7.4)

gdje su stanja |7) i | f) stanja u slobodnoj teoriji s istim formalnim Cesti¢nim interpretacijama kao ona u (3.7.2) i (3.7.3)
(ali ne i fizikalnim interpretacijama, u smislu mjerenja). Nas§ prvi cilj je napisati S-matricu koriste¢i fundamentalna
polja u teoriji, a to su interagirajuca polja. Ponovo, radi jednostavnosti izraza pretpostavit ¢emo da postoji samo jedno
polje p(x) koje je realno i skalarno, no formule koje dobijemo se mogu poopéiti na prirodan nacin na proizvoljne
teorije polja s bilo kojim brojem polja. Radi jednostavnosti izvoda, pretpostavit éemo da je svaki impuls u ulaznom
stanju razli¢it od svakog impulsa u izlaznom stanju, tj. p; # p) za svaki j i k, a na kraju ¢emo poop€iti izraz na sve
impulse.
Koristeéi ¢injenicu da su energija i impuls generatori translacija u prostoru i vremenu, moZemo pisati

(Qli(@)[p) = ("7 p(0)e 7 *|p) = e P (Qp(0)p) = VZ e ?*
gdje smo koristili P#|Q) = 01 P*|p) = p*|p). Konstanta Z je definirana s
VZ = (Ql¢(0)|p)
Pretpostavit éemo sada da je polje () normalizirano tako da je Z = 1, iz Cega slijedi

(Qe(z)|p) = e~ 7 (3.7.5)

Treba imati na umu da smo napravili renormalizaciju polja, Sto znaci da polje viSe nije normalizirano ‘“kanon-
ski”’ u smislu da kineticki i maseni ¢lanovi u lagranzijanu nakon renormalizacije polja dobijaju faktor Z. Ovo
treba zapamtiti jer e biti vazno kad predemo na renormalizaciju kvantnih teorija polja. Razlog zasto smo napravili
ovu renormalizaciju polja je da iz (3.7.5) slijedi da renormalizirano polje ima jednaku valnu funkciju kao slobodno
polje.

Kad interagirajuce polje napiSemo koriste¢i Fourierov transformat dobijemo

'*Da ne bi bilo zabune razjasnimo malo ovu stvar. Postoji samo jedan prostor stanja teorije pa ulazni i izlazni Fockov prostor stanja opisuju
isti prostor stanja. Ono §to se vremenom mijenja je interpretacija tih stanja, npr. stanje napisano u (3.7.2) ¢e ut — —oo izgledati kao skup n
nezavisnih slobodnih Cestica fiksnih impulsa, no tijekom vremena uslijed medudjelovanja njegova interpretacija se mijenja pau ¢ — oo ono ¢e
opcenito izgledati kao superpozicija stanja u (3.7.3) koja razapinju izlazni Fockov prostor (imajte na umu da koristimo Heisenbergovu sliku u
kojoj su stanja stati¢na, a vremensku promjenu dozivljavaju operatori ukljucujuéi i i mjerljive veli¢ine). U stvari, kad govorimo o Fockovom
prostoru presutno ¢emo uvijek podrazumijevati i interpretaciju stanja putem slobodnih Cestica.
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Zbog postojanja medudjelovanja, jednadzba gibanja za polje vise nije jednaka onoj za slobodno polje, i kao posljedica
operatori ap(t) nisu konstantni u vremenu. No, kad polje djeluje na asimptotska stanja u ¢ — 4oo u Fockovim
prostorima slobodnih &estica ocito je da polje djeluje na isti na¢in kao slobodna polja, §to zna&i da ap(t) i ap(t)’
postaju proporcionalni operatorima stvaranja i ponistavanja asimptotski slobodnih Cestica. No, jednom kad smo polje
normalizirali kao u (3.7.5), moZemo zakljuditi da je konstanta proporcionalnosti jednaka 1 pa imamo

ap(=00) = lim ap(t) =ap” . ap(o0) = lim ap(t) = af™ (3.7.6)

Moze se pokazati da vrijedi (dokaz se moze pronaéi u Schwartzovom udZbeniku, na stranici 71.)

i/d4x P04 m?) p(x) = /2wp [ap(00) — ap(—00)] (3.7.7)

Kompleksna konjugacija daje

i/d4:c e~ PO 4+ m?) p(x) = /2wp [ap(—00)T — ap(00)T] (3.7.8)

Nakon upotrebe (3.7.6) vidimo da su operatori u (3.7.4) poslagani u vremenskom uredenju, koje se definira na sljedeci
nacin (na primjeru produkta dva lokalna operatora)

T{A(x)B(y)} = 0(° —y°) A(2)B(y) + 0(y° — 2°) B(y)A(z) (3.7.9)

Primjenom vremenskog uredenja (3.7.4) moZemo napisati kao

(F15]i) Hm (H@) (T { ag, (00) = gy (—00)] -+ [y (00) — g (~00)] %

X [apy (~00)! = ap, (00)1] -+ [ap, (—00)! — ap, ()] } 12)

gdje Clanovi koje smo dodali u odnosu na (3.7.4) iS¢ezavaju kao posljedica vremenskog uredenja. Sad moZemo
iskoristiti (3.7.7)-(3.7.8) da napiSemo gornji izraz u traZenom obliku u kojem je S-matrica u potpunosti izraZzena
pomocu polja u interagirajucoj teoriji:

n

(L PNISIP1- - Pn) = Hi/d4ﬂfj6‘i”f'zj(ﬂ‘+m [ l/ i}, €Tk Tk (O + mi?)
k=1

X

< (QT {p(h) - p(ay) p(z1) -+ p(an) } Q) (3.7.10)

Ova izuzetno vazna formula se naziva LSZ redukcijska formula.
Ubrzo ¢emo vidjeti da nam je u prakti¢nim primjenama Cesto zanimljivija LSZ formula u p-reprezentaciji. U tu
svrhu definiramo Fourierov transformat 7'-uredene korelacijske funkcije na sljedeéi nacin:

Glar, a2, - ) @m)*6* (@1 + ...+ aqr) = /d4:v1---/d4xkeizfq]"“j QT {p(z1) - p(zk) } )

Prisustvo Diracove delta funkcije je posljedica invarijantnosti na translacije u prostor-vremenu. Inverz ove relacije je:

4 4 ) ~
<Q| T{(p(ﬂfl) e ‘P(xk:)} |Q> = / (Cé:;l s / (d27g)k4 67123’ 4% G(ql, q2,... ,qk) (27‘(‘)4 54((]1 +...+ Qk)

Primjena gornje relacije u (3.7.10) vodi na LSZ formulu u p-reprezentaciji:
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(PL- PWISIPL - Pa) = @m) 64 (o1 + -+ =y — - = P) [ [](=0)(af —md) | x
j=1

G(qi, - n =1 - — ) (3.7.11)

N
X [H(—i)((ﬂf —my)

k=1

q; = pj
qj, = Py

1z ovog izraza slijedi da je, za slucajeve u kojima upadno i izlazno stanje nije identi¢no, invarijantna amplituda dana

n N

= \TT06 - m)| | TT062 - )| Gl -
q; = DPj

a), = P,

Nekoliko komentara o LSZ formuli:

1.

U izvodu smo Koristili pretpostavku da su svi impulsi u pocetnom stanju razliciti od svakog impulsa u konacnom
stanju. MoZe se pokazati, koristeci analiticko produljenje, da formula vrijedi i kad je neki par impulsa jednak,
P, = P; za neke parove (j, k). Dakle, formula vrijedi za svaki izbor impulsa u pocetnom i kona¢nom
stanju.

. Vakuumske ocekivane vrijednosti produkata lokalnih polja nazivaju se Korelacijske funkcije ili r-tockaste

funkcije (gdje se r naziva broj nogu a oznacava broj lokalnih polja u produktu, npr. LSZ formula (3.7.10)
sadrzi (n+ N )-tockastu funkciju). Kao $to pokazuje i primjer LSZ formule, naj¢e$ce nas zanimaju korelacijske
funkcije koje podrazumijevaju vremensko uredenje, i takve ¢emo zvati T-uredene korelacijske funkcije ili
T-uredene r-tockaste funkcije. Potpuni skup 7'-uredenih korelacijskih funkcija sadrzi potpunu informaciju o
danoj kvantnoj teoriji polja. LSZ formula je samo jedan primjer koji pokazuje kako se sloZene mjerljive veliCine
mogu u potpunosti izraziti pomocéu T-uredenih korelacijskih funkcija.

Formula 3.7.11 nam govori da S-matrici doprinose samo reziduumi polova u p5 = m3 i p? = m{, tj. samo
¢lanovi tipa (p? — m?)~! u Laurentovom razvoju Fourierovog transformata T-uredenih korelacijskih funkcija
polja daju doprinos u LSZ formuli. Iz regularnosti S-matrice o€ito slijedi da ovi Fourierovi transformati ne
mogu sadrZavati viSe polove, tj. ¢lanove tipa (p? — m?)~", r > 1.

Kad se pazljivije razmotri izvod i izgled LSZ formule, moZe se vidjeti da je zahtjev na polja koja se pojavljuju
u izrazu (3.7.10) taj da imaju nei$Cezavajuci matricni element dan u (3.7.5) i da su “ispravno” normalizirana
(u smislu relacije (3.7.5)). To znaci da smo umjesto “fundamentalnog” polja ¢ (x) mogli upotrijebiti bilo koja
polja O, (x) koja zadovoljavaju relaciju

(QUO;(z)[p) = e P (3.7.13)
U tom slucaju LSZ formula ima oblik
n . N .
<p/1p/]V|S|p1 pn> = HZ/dZLmj e—lpj~$j(|:|j _|_m?) [HZ/dZ{/E?@ elka?j(D;C _I_m;?) X
j=1 k=1
< (Q|T {og(x'l)f O ()T O (1) -+ (’)n(xn)} Q) (3.7.14)

75



gdje su polja O; i O;, bilo koja polja koja zadovoljavaju (3.7.13). Ova formula je generalnija u smislu da ako u
teoriji postoji viSe razlicitih vrsta Cestica, svakoj je pridruZen razlicit operator O, (z) koji “ponistava” pripadno
jednocesti¢no stanje.

5. Pouka gornje generalizacije je da LSZ formula ne razlikuje elementarne od kompozitnih €estica (vezanih sta-
nja). Vazno je samo pronaci operator koji kreira danu Cesticu iz vakuuma.

6. LSZ formula se prirodno generalizira na proizvoljna relativisticka polja.

3.7.2 Feynmanov propagator

Vidjet ¢emo kasnije da e nam za potrebe perturbativnog racuna trebati 7'-uredene 2-tockaste funkcije slobodnih polja,
koje se nazivaju Feynmanovi propagatori.
Izracunajmo sada Feynmanov propagator za slobodno realno skalarno polje koje znamo da moZemo napisati kao

_ d’p
po(z) = / (27)3 /2w
Feynmanov propagator je definiran kao
Dp(@,y) = (0| T{go(x)eo(y)}|0) = 8(2” — 5°)(0lo(x)0(1)|0) + O(y° — 2°) (000 (y)o(z)]0)  (3.7.15)

Vidimo da moramo izracunati korelator

Oola)oo)0) = |

—ip-x T ipx
(ap e +ape )

3 3 3
’p / d’q @V (0]q al [0) :/ TP —ip(e-y)
(2m)3/2wp J (27)34/2wq PTa (27)32wp

Uvrstavanje ovog izraza u (3.7.15) daje

d3p , ,
D = [ e [0a° = ") e gy — a%) e )| 37.16
F(x7 y) / (271')3 2wp (.I' Yy ) € + (y Zz ) e ( )
Sad ¢emo upotrijebiti matematicki identitet:
) ) w e8] ein
e PTO(T) + “PTO(—7) =i 2 lim dw — (3.7.17)

T o0t J oo w?—wd e

Uocimo da je izraz u uglatoj zagradi u (3.7.16) upravo oblika kao lijeva strana u (3.7.17), pa kad primjenimo gornji
identitet dobijamo konacno

dip ier(@y)

Dr(z,y) = (0] T{po(z)po(y)}|0) = lim (3.7.18)

e—0t+ ) (2m)* p2 —m?2 + i€

gdje smo napravili preimenovanje varijable integracije w = p° koju smo ukljuéili kao nultu komponentu u 4-vektor
P =%, p).

VaZnije napomene:

1. Vidimo da vrijedi Dp(z,y) = Dp(xz — y). To se moglo zakljuciti i unaprijed iz simetrije teorije na translacije
u prostor-vrementu.

2. Iz izraza (3.7.18) lako se zakljuci da je Feynmanov propagator Dy (x,y) ujedno i Greenova funkcija (pomno-
Zena s 1), Sto znaci da zadovoljava

(Op +m?) Dp(z,y) = —i 6*(x —y) (3.7.19)
Ovo svojstvo da je Feynmanov propagator pomnoZen s (—i) ujedno i Greenova funkcija vrijedi u svim teorijama

slobodnih polja i koristit éemo ga kasnije kod proucavanja polja neiSc¢ezavajuéih spinova.
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3. Vidimo da je Feynmanov propagator Greenova funkcija koja se odnosi na posebne rubne uvjete koji su odredeni
“je pravilom” za manipuliranje integracije oko pola u p?> = m? (vidi diskusiju u odjeljku 2.6, posebno dio oko
jednadzbe (2.6.10)). Ponovno, ovo svojstvo je neovisno o spinu pa nam daje precac za racunanje Feynmanovog
propagatora za opca polja: Izracunajte Fourierov transformat propagatora iz jednadZbe gibanja za polje vezano
na vanjsku struju i onda u nazivniku napravite zamjenu!” (p?> — m?) — (p? — m? + ie), gdje se podrazumijeva
limes € — 0™ (u pravilu taj limes se ne piSe eksplicitno u formulama, ali se uvijek implicitno podrazumijeva).

Vjezba 3.7.1: Dokazite (3.7.17).
Jednostavnije je krenuti od desne strane jednakosti (3.7.17) i pokazati da je jednaka lijevoj. Uoc¢imo da integral
00 ein
/_Oodwf(w) ; f(w):ﬁ%Jﬂ-6
moZemo izvrijedniti koriste¢i teorem o reziduumima. Za tu svrhu korisno je napraviti faktorizaciju

1 1

w? —wl +ie  (w—wp+ie)(w + wp — i€)

gdje smo koristili da je € infinitezimalan. Vidimo da podintegralna funkcija f(w), definirana za w € C, ima jednos-
tavni pol u tockama wy = +(wp — 7€) s reziduumima

etiwpT

Res f ==+
W4 2wp
dok je svugdje drugdje analiticka. Eksponencijalni faktor u podintegralnoj funkciji omoguéava nam da zatvorimo
konturu integracije “polukruZnicom u beskonacnosti” (tj. polukruznica beskonacnog radijusa sa srediStem u ishodistu)
jer Cini da dio integracije po polukruZnici iS¢ezava nakon Sto ispravno odaberemo polukruznicu (s gornje ili donje
strane realne osi). Taj odabir ovisi o predznaku od 7.

Za 7 > 0 treba odabrati beskonacnu polukruZnicu iznad realne
osi, Sto znaci da kontura obuhvaca polove s pozitivnim imaginarnim

dijelom — u ovom sluaju samo w_ (vidi sliku!® 3.1), pa imamo ‘
_po+

—WpT G

(3720) The Complex p° Plane
Slika 3.1: Kontura za 7 > 0.

1€,

[e.e]
. . e
/ dw f(w) = ?{dwf(w) =2mi Res f = —im
o w— Wp

Za 7 < 0 treba odabrati beskonacnu polukruZnicu ispod realne
osi, Sto znaci da kontura obuhvaca polove s negativnim imaginarnim I

dijelom — u ovom slu¢aju samo w (vidi sliku 3.2), pa imamo *pO—ie

00 einT
/ dw f(w) = — ?édw f(w) = —2mi Res f = —im (3.7.21)
—00 W+ Wp

The Complex p° Plane

gdje minus nakon prvog znaka jednakosti dolazi od toga $to za kon-

turu uzimamo da ima smjer suprotan smjeru gibanja kazaljke na satu. Slika 3.2: Kontura za 7 < 0.
Jednakosti (3.7.20) i (3.7.21) moZemo napisati u jednoj jed-

nadzbi na sljedeci nacin

[e.9] eZwT T i i
/ o 55— = —i — [e7PT () + €77 (7))
oo WE—wp e Wp

Sto je ocito isto Sto i (3.7.17).

17U relativistickim teorijama uvijek ée biti taj faktor u nazivniku.
'80znake na slici su druk&ije nego u tekstu, u smislu da je p° = wp i §° = w.
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3.8 Feynmanova pravila

Vidjeli smo da se mjerljive veli¢ine poput udarnih presjeka svode na racunanje vremenski uredenih korelacijskih
funkcija. No, u pravilu ove znamo izracunati egzaktno samo za slobodna polja (izuzetak su samo neke teorije polja
u manjem broju dimenzija). Zbog toga smo osudeni na dvije mogucnosti: (ili) numericke tehnike (npr. racun na re-
Setki), (ili) perturbativne tehnike. U ovom odjeljku éemo razjasniti sistematican i u¢inkovit perturbativni racun poznat
pod nazivom Feynmanovi dijagrami. Iz pedagoskih razloga izvod ¢emo napraviti na dva nacina, lagranZzijanski i
hamiltonijanski.

3.8.1 Lagranzijanski izvod

Schwinger-Dysonove jednadzbe

Vidjeli smo da slobodno realno skalarno polje zadovoljava sljede¢e komutacijske relacije
P, ) (XD =0, [p(xt), (X, )] = ih 8% (x — x) (3.8.1)

gdje smo privremeno odludili pisati & eksplicitno kako bi mogli vidjeti to¢no $to su kvantni doprinosi u izrazima.
Slobodno polje zadovoljava jednadZbu

(O+m?)po =0 (3.8.2)

Nas zanima interagirajuéa teorija u kojoj gornja jednadzba dobija dodatne ¢lanove. Pretpostavka je da lagranZijan
moZemo podijeliti u slobodni i interagirajuci dio

L =L+ Lint (3.8.3)

gdje Lo sam za sebe vodi na (3.8.2), dok Ly opisuje medudjelovanje za koje ¢emo ovdje, radi jednostavnosti,
pretpostaviti da ne mijenja izraz za kanonski impuls 7(z) = ¢(z), tako da komutacijske relacije (3.8.1) vrijede i
nakon dodavanja medudjelovanja. Euler-Lagrangeova jednadzba daje

5£int
0 +m?)p(z) = (3.8.4)
( Jelz) = 5 )
U slucaju kad je Lint () = —Vint(¢(x)), gdje je V neki polinom u polju ¢(z), gornja jednadzba postaje
dVini (p())
0+ m?)p(z) = — — AL
(@4 m?)pla) = ~ L
Tvrdimo da vrijedi sljedeca relacija
5£in .
(@ + )@ T(ola) o)) = (T { 2% o) b 10) = oo - ) 655)

Vjezba 3.8.1: Dokazite (3.8.5).

Prvo razmotrimo djelovanje prve derivacije po vremenu ¢t = 2

0 (Q T{p() p(2") 1) = (A T{p() p(a") }) + (Ql(x) p(2')I) 00(t — 1)
HQlp(a") o(2)|2) 00t — 1)
gdje smo prije deriviranja uvrstili definiciju (3.7.9) za T'-uredenu 2-toc¢kastu funkciju. Sada koristimo poznatu relaciju
koja povezuje step funkciju 6 i Diracovu §-funkciju:
df(x)
dx

= d(x)
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Upotreba ove relacije u izraz iznad daje

0 (A T{p(x) () ) = (A T{p() p(a) ) + 0(t = t)) (Q[p(x, 1) , o, )]I)
= (Q T{p(x) p(2")}€2)

gdje smo upotrijebili prvu jednadzbu iz (3.8.1). Kada primjenimo jos jednu derivaciju po ¢ na sli¢an naéin dobijamo

O (Q T{p(x) (') }|0) = (U T{G(x) (') }Q) + 6t — ') (Q[p(x, 1), o(x',1)]|€2)
= (QT{g(x) p(z')}|Q) — ih6*(x — 2 (3.8.6)

gdje smo sad upotrijebili drugu jednadzbu iz (3.8.1) i 6% (z — 2') = 6(t — t') 63(x — x’). Posto trivijalno vrijedi
(m? = VHQI T{p(2) p(2")}Q) = (2 T{(m” — V2)p(z) p(z")} 1) (3.8.7)
zbrajanjem (3.8.6) i (3.8.7) dobijamo
(Oz +m*) Q| T{p(x) p(«)}|Q) = (Q T { (D0 + m*)p(x) () } |Q) — ih 6" (x — o)

$to nakon primjene (3.8.4) daje (3.8.5).

Moze se lako pokazati da je generalizacija (3.8.5) na T-uredene n-tockaste funkcije dana s relacijama

(Oa 4 m2 )@ Tola) ) (o)} I) = QT {525 o)+ ()} 19)
—ihY 6 — ;) (A T{p(z1) - p(zj1) p(xjr1) - p(an) } ) (3.8.8)
j=1

koje se nazivaju Schwinger-Dysonove jednadzbe.

Napomene:

1. Vidimo da se kvantni u¢inci manifestiraju kao tzv. kontaktni ¢lanovi (tako se zovu jer su proporcionalni §*
funkcijama). Pokazat ¢emo da kontaktni ¢lanovi dovode do pojave novih Feynmanovih dijagrama (u odnosu na
klasi¢nu teoriju) koji su karakteristi¢ni po tome da sadrZe zatvorene petlje.

2. Schwinger-Dysonove jednadZbe su neperturbativne relacije i kao takve imaju brojne 1 vaZne primjene i izvan
Feynmanovog perturbativnog racuna.

Feynmanova pravila u z-prostoru

Sad ¢emo iskoristiti Schwinger-Dysonove jednadZbe za konstrukciju perturbativnog racuna za korelacijske funkcije.
Za pocetak, razmotrimo teoriju slobodnog polja u kojoj je Lint = 0. Znamo otprije da je 2-tockasta funkcija u ovom
slu¢aju jednaka Feynmanovom propagatoru

(0] T{po(x1) po(22)}|0) = Dp(x1, x2)
koji je dan u (3.7.18) i koji zadovoljava

(Op, + mH)Dp(zy, 20) = —i 64 (21 — 29) (3.8.9)
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Koriste¢i Schwinger-Dysonove jednadZbe i gornje izraze mozemo izraziti 4-tockastu funkciju pomoéu Feynmanovog
progatatora

(O] T{wo(x1) po(x2) po(x3) wo(z4)}|0)

- / d'z 5(z — 1) (0] T{0(x) wo(z2) woles) wolza) }0)
= i/d4x (B2 +m®)Dp(z,21)] (0] T{po(z) ¢o(w2) po(3) o(x4)}0)
= i/d% Dp(z,21) (Oz +m?){0] T{po(x) vo(z2) po(x3) po(r4)}|0)

= /d4$ Dp(z,21) [6*(x — 22) Dp(x3, 24) + 0* (2 — x3) Dp (22, 24) + 6% (2 — 24) Dp(22,23)]
= Dp(x1,22) Dp(23,24) + Dp(x1,23) Dp (22, 24) + Dp(21, 24) Dp(22, 23) (3.8.10)

Postoji zgodna slikovita reprezentacija, koju smo veé upotrijebili u odjeljku 2.7, putem Feynmanovih dijagrama.
Ukoliko reprezentiramo svaki propagator Dp(x;,x)) linijom koja spaja tocke x; i xj, tada se gornji rezultat za
slobodnu 4-tockastu funkciju moze prikazati kao

T2 Ty Z2 Lq x2 Lq Z2 Iq
* —0

= + + (3.8.11)

o——o
x1 €3 €1 x3 Tl x3 Ea T3

Sada predimo na interagirajucu teoriju. Radi preglednosti, odaberimo neki L;,¢, npr. najjednostavniji izbor je'°

0 Lint _9 2
5o — 2 © (3.8.12)

gdje je g konstanta vezanja.

Razmotrimo 2-tockastu funkciju u ovoj teoriji. Ponavljanjem gornje procedure na koordinatu z1, koja se sastoji
od, redom, uvodenja § funkcije, koriStenja (3.8.9), parcijalne integracije kako bi prebacili djelovanje diferencijalnog
operatora na korelacijsku funkciju i na koncu primjene Schwinger-Dysonove jednadzbe (3.8.5), dobijamo

QI T{p(x1) p(22)}Q) = Dp (22, 21) + %g /d4fv Dp(z,21) (Q T{p(x)* p(x2) } |22)

Kada to isto ponovimo pod integralom za koordinatu z2 dobijamo

QI T{p(z1) p(x2)}|R2) = Dp(z2,71) +ig/d4$ Dp(z,21) Dp(z, z2) (Qp(x)[82)

2
- i/d4:z/d4yDF(x,a:1)DF(y, 22) (Q T{p(2)%0(y)2} |2)  (3.8.13)

Gornja relacija, koja je samo po sebi egzaktna, se moZe upotrijebiti za dobijanje perturbativnog razvoja po konstanti
vezanja g. Pretpostavimo da nas zanima rezultat za 2-tockastu funkciju do drugog reda u g, tj. do i ukljucujuéi ¢lanove
proporcionalne g2. Prvo uo¢imo da do trazenog reda 4-tockastu funkciju koja se pojavljuje u zadnjem ¢lanu u (3.8.13)
moZemo zamijeniti rezultatom u najniZem redu, $to zna¢i onom za slobodna polja koju smo napisali u (3.8.10):

(QT{p(x)*(y)?} Q) = 2Dp(x,y)* + Dp(z,x) Dp(y,y) + O(g)

U odjeljku 2.3.2 pokazali smo da ova teorija ne posjeduje stanje najniZe energije, pa stoga ne zadovoljava uvjet stabilnosti vakuuma, i ne
moZemo ju smatrati dobrom teorijom za opis svijeta oko nas. Svejedno, vrlo esto se koristi u svrhe demonstracije jer posjeduje najjednostavniji
lagranZijan medu svim interagiraju¢im teorijama polja.
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Sto se ti¢e 1-tockaste funkcije koja se pojavljuje u drugom &lanu u (3.8.13) ponavljanjem sad veé standardne procedure
dobijamo

@@ =2 [ dy De(y2) (QUew10) = [ 'y D) Dily. ) + 015"
Uvrstavanje ovih rezultata u (3.8.13) daje
(O T{pten) ee2))19) = DrCaaan) = ¢ [ ate [ d'y |5 Detoon) De(as)? Dty +
+ %Dp(x,ml) Dp(z,z) Dp(y,y) Dr(y, x2) + (3.8.14)

+ 5 Dilo, 1) D(e,22) Di(.) D) + Ol

Koristedéi slikoviti prikaz pomo¢u Feynmanovih dijagrama:

xlo—%—om = Ti1e 2 + 3010—@—0332 +
+ l’loﬂ Qom + 71 T2 + O(g") (3.8.15)

x oy x

gdje ponovo svaka linija simbolizira propagator, dok ¢vor (tocka iz koje izlaze vise od dvije linije) oznacava integraciju
pripadne varijable po ¢itavom prostor-vremenu.

Analizom racuna kojim smo stigli do gornjeg rezultata i uz malo promisljanja da se zakljuciti kako opcenito “radi”
ovaj perturbativni razvoj, ukljucujuci ¢lanove viseg reda, opée T-uredene korelatore i/ili opéenitija medudjelovanja.

Recept je dan Feynmanovim pravilima u z-prostoru:

1. Zapocnite ucrtavanjem vanjskih to¢aka x; za koordinate koje se nalaze u traZenoj korelacijskoj funkciji.
Nacrtajte liniju koja izlazi iz svake od tih toc¢aka.

2. Linija se moZe spojiti na postojecu liniju, dajuci pripadni Feynmanov propagator ili se moZe rascijepiti
uslijed postojanja medudjelovanja. Rascjep daje ¢vor proporcionalan koeficijentu koji mnoZi produkt
polja u pripadnom ¢lanu u 0Lin/dp(x) puta imaginarna jedinica ¢, te daje nove linije koje izlaze iz
¢vora, a koje korespondiraju s poljima koja se nalaze u ¢lanu u 6 Lint /0 () koji daje doti¢ni Evor.

3. U danom redu u razvoju po konstanti vezanja, rezultat je suma doprinosa svih potpunih dijagrama (koji
se mogu dobiti ponavljanjem tocke 2.) koji doprinose u danom redu perturbativnog racuna. Potpuni
dijagram je onaj u kojem su sve linije spojene i izvrSene su integracije po svim poloZajima na kojima se
nalaze ¢vorovi, te (za polja koja nose neiS¢ezavajuci spin) sumacije po indeksima vezanim uz spinske
1/ili interne stupnjeve slobode.

Ostaje nam za pojasniti kako se dobije to¢an numericki faktor koji pripada danom ¢voru. Kao prvo, pokazuje se
spretnim normalizirati konstante vezanja u Ly, tako da se izluci faktor 1/k! za svako polje koje se pojavljuje s k-tom
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potencijom. Navedimo par primjera moguéih ¢lanova u interakcijskom lagranZijanu?°

Ay 9 3 K 3 2
590 ) g@ ) ﬁ@a%%

gdje su )\, ¢ i  konstante vezanja. U treéem primjeru medudjelovanje povezuje tri razli¢ita polja. Cvorovi pridruZeni

gornjim primjerima interakcijskih ¢lanova su
a c

a b
Sad uo¢imo da svaka faktorijela 1/k! nakon deriviranja u 0Ly /O¢ postaje 1/(k — 1)!. Taj faktor se pak krati s
faktorom broja permutacija nogu koje izlaze iz ¢vora ((k—1)!). To znaci da ¢e ¢vor doprinositi faktor jednak konstanti
vezanja, tj. A, g i K u gornjim primjerima.
U nekim slucajevima, koji se u praksi uglavnom sre¢u samo u teorijama s realnim skalarnim poljima, neke per-
mutacije nisu razliCite, tj. ne daju zasebni doprinos, pa faktorijele 1/k! nisu potpuno pokracene. U tim slucajevima

doprinos dijagrama treba podijeliti s faktorom simetrije dijagrama. Kao primjer, razmotrite zadnja tri dijagrama u
(3.8.15):

e U zadnjem dijagramu dvije noge koje izlaze iz ¢vora u y su potpuno ekvivalentne i njihova zamjena ne daje
razlicit dijagram. Stoga doprinos ovog dijagrama treba podijeliti s faktorom simetrije jednakim 2.

e U predzadnjem dijagramu imamo dvije takve situacije u tockama x i y. Stoga je faktor simetrije 2 x 2 =4

e U predpredzadnjem dijagramu dvije linije koje povezuju tocke x i i su potpuno ekvivalentne i njihova zamjena
ne daje novi dijagram pa je faktor simetrije jednak 2.

Uocite da faktori simetrije koje smo upravo izratunali daju to¢no faktore 1/2, 1/4 i 1/2 prisutne unutar uglatih
zagrada u (3.8.14).

Ovo razmatranje nas vodi na jo§ jedno Feynmanovo pravilo koje treba dodati trima pravilima koje smo do sada
definirali:

4. Odbacite 1/k! faktore iz interakcijskog lagranZijana, ali potom podijelite geometrijskim faktorom si-
metrije dijagrama.

Posto je Feynmanov racun izuzetno vazna tehnikalija koja se koristi vrlo Cesto u racunima, jo$ jednom ¢emo reka-
pitulirati postupak. Klju¢na stvar je nacrtati sve topoloski razli¢ite’! Feynmanove dijagrame koji se mogu konstruirati
koristeci osnovne gradivne elemente i koji doprinose u traZzenom redu racuna smetnje. Osnovni gradivni elementi su
propagatori (po jedan za svako elementarno polje) i ¢vorovi (po jedan za svaki monom u Liyt). Svaki ¢vor doprinosi
jednoj potenciji konstante vezanja koja se nalazi u pripadnom monomu u L.

Za nas primjer teorije s jednim realnim skalarnim poljem C¢iji lagranZijan je dan u (3.8.12) osnovni gradivni
elementi su (jedan) propagator i (jedan) ¢vor:

re————eYy = Dp(z,y)

S1ugaj kad se u Ling pojavljuju derivacije polja éemo razmotriti kasnije u odjeljku 3.8.8.
2 Topoloski razli¢it, ili neekvivalentan, zna¢i da se ne moZe dobiti iz originala kontinuiranim deformacijama. Kontinuirane deformacije
mogu ukljucivati translacije, rotacije, savijanja, uvijanja, istezanja, skupljanja, ali ne rezanja niti spajanja nepovezanih dijelova.
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U ovoj teoriji dijagram s n ¢vorova daje doprinos proporcionalan ¢g”, $to znaci da ako raCunamo do nekog reda n
u razvoju po konstanti vezanja g moramo nacrtati sve razlicite dijagrame s brojem ¢vorova manjim ili jednakim n. Pri
tome ne treba zaboraviti podijeliti doprinos svakog dijagrama geometrijskim faktorom simetrije (ukoliko postoji).

3.8.2 Hamiltonijanski izvod

U Heisenbergovoj slici vremenski razvoj operatora dan je jednadZbom

¢ije je formalno rjeSenje

d(x,t) = S(t,to)T p(x,t0) S(t,to) (3.8.16)
gdje operator vremenskog razvoja S(t, ty) zadovoljava jednadzbu
0
i&S(t,to) = H(to) S(t,t0) (3.8.17)

Pretpostavit ¢emo da hamiltonijan mozemo razdvojiti na nacin
H=Hy+V (3.8.18)

gdje teoriju s H = Hy znamo egzaktno rijesiti. U slu¢aju nase “pokazne” ¢? teorije Hy je hamiltonijan za slobodno
realno skalarno polje p(x),a V je

V(t) = % / dBx p(x, t)3

Za potrebe perturbativnog racuna zgodno je prijeéi u interakcijsku sliku u kojoj je vremenski razvoj operatora
dan s Hy, Sto znaci da polja imaju vremenski razvoj poput slobodnih polja
d*p

(2m)3 /2y

Po(x,t) = ¢!Holt=to) P(x,0) e iHholimto) — / (ap e~PT 4 CLL eip~$>

Kombiniranjem s (3.8.16) dobijamo
B(x,t) = S(t, o) e Holt=t0) g (x 1) Hot=10) §(¢ t0) = U(t, o) do(x, 1) U(t, to) (3.8.19)

gdje smo uveli operator ‘
Ult, to) = €001 51, t) (3.8.20)

koji povezuje Heisenbergovu s interakcijskom slikom. Koriste¢i (3.8.20) i (3.8.17) dobijamo
i0U (t,t0) =i (&e"Ho(t_tO)) S(t,to) + i e 0=10) 9, S(t, 1)
= Ho=) [H (1) — Ho) S(t,to)
=Vi(t)U(t,to) (3.8.21)
gdje smo unutar uglate zagrade iskoristili (3.8.18) i definirali
Vi(t) = etfolt=t0) 7 (4,) e~ Holt—t0) (3.8.22)
Formalno rjeSenje jednadzbe (3.8.21) je dano Dysonovim razvojem

Ult,to) :T{exp [—i /t dt’VI(t’)]} = i(nll)n/t: dtl---/t: dt, T{Vi(t1)---Vi(tn)}  (3.8.23)

to n=0

Izvod Dysonovog razvoja moZe se naci u velini udzbenika iz napredne kvantne mehanike ili kvantne teorije polja
(npr. u Schwartzovom udZbeniku na str. 86).
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Neka svojstva operatora U (t1,t2)
Iz definicija ocito je da operatori S'i U zadovoljavaju
S(ti,t2)" = S(ta,t1) ,  Ulty,ta)' = Ulta, t1)
Takoder je jasno da su oba operatora unitarni
S(ti,t2)" = S(t1,ta)™t Uty t)T = U(ty, ta) 7!
te da zadovoljavaju
S(ts, ta) S(ta, t1) = S(ts, t1) ) Ults, ta) Ulta,t1) = Ults, t1)

Ova svojstva ¢emo koristiti u izvodima koji slijede.

Vakuumski matricni elementi

Nas cilj ée biti povezati T-uredene korelacijske funkcije u interagirajucoj teoriji s onima u koja ulaze slobodna polja.
U tu svrhu prvo pronadimo vezu izmedu vakuuma za slobodna polja |0), definiranog s ap|0) = 0, i onog u punoj
interagirajucoj teoriji |2) koji zadovoljava

lim ap(t)|Q2) =0

t——o00
1z (3.8.19) slijedi ap (t) = U(t, t9)" ap U(t, ) $to uvriteno gore daje

lim apU(t, t0)|Q2) =0

t——o0
jer je U(t, to) unitaran, $to znaéi i invertibilan operator. Iz definicije |0) slijedi**> da mora biti

lim U(t, t0)[$2) = N;0)

t——o0

gdje je NV; neka konstanta. Invertiranjem gornje jednadZbe dobijamo
Q) = N; lim U(t,to)7|0) = N; lim U(tg, t)[0) (3.8.24)
t——o0 t——o0
Na isti nain iz

lim (9| ap(t)T = 0

t—o0
slijedi
(Q =Ny 1tli>r1010<0|U(t, to) (3.8.25)

Sad ¢emo upotrijebiti (3.8.24), (3.8.25) i (3.8.19) u T-uredenoj n-tockastoj funkciji. Radi jednostavnosti, za pocetak
pretpostavimo da su vremena u korelatoru vec ispravno uredena, tj. t; > t2 - - - t5,. U tom sluc¢aju imamo

(QUT{p(z1) -+ P(@n) } Q) = Qo (1) - - - p(2)| Q) =
= NN; (0|U (00, t1)po(x1)U (t1, t2)do(2) - - - Utn—1,tn)do(@n)U (tn, —00)|0)

Posto je gornji izraz potpuno vremenski ureden, ako uzmemo opca (tj. neuredena) vremena ¢;, rezultat je naprosto
vremenski uredena gornja formula

QT {p(x1) - P(zn)} |£2)
= NN (0]T {U (00, t1)¢o(x1)U (t1,t2) - - - Ultn—1, tn)d0(xn)U(tn, —00)} |0)

2Pretpostavljamo da je vakuum u interagirajucoj teoriji takoder jedinstven.
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Posto pretpostavljamo da je vakuumsko stanje normalizirano

Q) =1 = AN = ((0[U(c0, —0)[0)) "

Uvrs§tavanje toga i Dysonove formule (3.8.23) daje formulu u Zeljenom obliku

(OIT {go(a1) -~ duan) exp [~i [, dtVi(D)] } [0)
<0|T{exp[ i [% dtVi(t }}\0>

u kojem je desna strana u potpunosti izraZzena pomocu slobodnih polja i vakuuma. Ovaj izraz je poznat kao Gell-
Mann-Low formula za korelatore.

QT {¢(z1) - P(wn) } [92) =

(3.8.26)

Interakcijski potencijal

Razmotrimo sada pobliZe interakcijski potencijal V;. U teorijama polja s lokalnom akcijom V' ima oblik
V(t)=— / d*x Ling[(x, 1)]
Kao primjer uzmimo nasu pokaznu > teoriju s jednim realnim skalarnim poljem (. Tada je
Linle(@)] = 5 o(2)” (3.8.27)
Posto je opéenito
do(x, 1) = eHo(t=10) g (xc 10y ¢=iHo(t—t0)

iz (3.8.22) slijedi

Vilt) = =5 [ dPxpolx )’

Generalizacija na proizvoljni polinomni L;,; je

V(t) = — / d3x Ling[¢o(x,1)] — / - dtVi(t) = — / d*z Ling [

—0o0

Sto uvrsteno u (3.8.26) daje sljedeéi oblik za Gell-Mann—Low formulu

(OIT {po(z1) - - po(zn) exp [i [ d*z Lint[¢o]] } |0)

QT {p(z1) - P(xn)} Q) = (()‘T {exp [ifd4$ Eint[¢0]]} ‘O>

(3.8.28)

Wickov teorem

Wickov teorem je recept za izrazavanje vremenski uredenih produkata slobodnih polja pomoéu normalno uredenih
produkata. Normalno uredenje, koje se oznaava dvotockama : --- :, se definira tako da se svi operatori stvaranja
unutar svakog produkta pomaknu na lijevo od svih operatora ponistenja.”> Na primjer

cal T.o=qal af
Hap, ApyApt = Qg G5 Gp,

Wickov teorem za slucaj jednog realnog skalarnog polja glasi

237a fermionska polja se dodaje ekstra faktor (—l)P , gdje je P parnost permutacije ¢lanova produkta kojom se postiZe normalno uredenje.
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[ T{po(x1) - do(xn)} = :¢po(x1) - Po(xn) + sve moguée kontrakcije : ]

gdje svaka pojedina¢na kontrakcija dva polja ¢(x;) i ¢(xy) daje pripadni Feynmanov propagator Dp(x;, ).

Dokaz Wickovog teorema nije neSto posebno iluminativan, pa éemo ga preskociti, a moZe se pronaci u vecini
udzbenika iz kvantne teorije polja (npr. u dodatku 7.A u Schwartzovom udZzbeniku). Umjesto toga, pojasnit éemo ga
na jednom primjeru:

Primjer 3.8.2: RaspiSite T-uredenu 4-tockastu funkciju koristeé¢i Wickov teorem.

T {¢po(x1) po(x2) po(x3) do(z4)} = :¢o(x1) po(z2) Po(3) do(24): + Dp(w1,72) :Po(23) Po(T4):
) 1¢o(x2) do(z3):
) 1¢o(x1) do(z3):
o(z2): + Dp(z1,22) Dp (23, 74)
+ Dp(z1,23) Dp(x2,x4) + Dp(x1,x4) Dp(x2,x3)

T1,T4

T2,T4

Vazno svojstvo normalnog uredenja, i ujedno glavni razlog zasto ¢e nam Wickov teorem biti jako koristan, je da
vakuumske ocekivane vrijednosti normalno uredenih operatora iSCezavaju

O]:¢0(z1) - po(xn):10) =0 , n>1

1z toga slijedi da su vakuumske ocekivane vrijednosti T-uredenih korelacijskih funkcija slobodnih polja dane s

OIT {¢o(z1) - - - do(20) } [0) = Z DF(xj17xj2)DF(xj3vxj4) ”‘DF(xj2n717'rj2n) (3.8.29)

sve kontrakcije

(O|T {¢o(z1) - - - dpo(®2n—1)}10) =0 (3.8.30)

gdje je n € N, a suma ide po svim razli¢itim moguénostima potpunih kontrakcija po parovima.

Vremenski uredeni produkti i kontrakcije

Ideja je primijeniti Wickovu formulu na Gell-Mann—Low formulu (3.8.28) i na taj nacin dobiti upotrebljiv pertur-
bativni razvoj za koji ¢e se pokazati da je upravo Feynmanov razvoj. Radi preglednosti ponovo ¢emo racun prvo
demonstrirati na jednostavnom primjeru: uzet éemo nasu pokaznu ¢ teoriju s realnim skalarnim poljem za koju je
Lint dan u (3.8.27) i razmotriti 2-tockastu funkciju koju ¢emo izraCunati do reda 92.

Zasebno ¢emo racunati brojnik i nazivnik iz (3.8.28). Brojnik je

<0|T{<P0(961) 2o(2) exp [ / d4xcmt[wo]] } 0) = (OIT {o(ar) polaa)} 0) +

g
+g d*z (0|T {o(z1) wo(z2) o(x)*} |0) +

+ % <Z39'> /d4x/d4y (0T {po (1) po(w2) o(x)*0(y)*} |0) + O(g%)
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Sada upotrijebimo (3.8.29) i (3.8.30). Rezultat je

(0|7 {po(x1) po(x2)}[0) = Dr(z1,22)
(0T {o(z1) po(m2) po(x)’}0) =0

)?
(OIT {po(x1) pola2) ¢ (56)3@0 )*}|0) = 9 Dp(x1,29) Dr (2, ) Dr(z,y) Dr(y, y) + 6 Dp(1,72) Dr(z,y)* +
+ 18 Dp(x1,x) Dp(x2,z) Dp(x,y) Dp(y,y) + 9 Dp(x1,2) Dp(z2,y) Drp(x,2) Dr(y,y) +
+ 18 Dp(x1, %) Dp(w2,y) Dp(2,y)* + 18 Dp(21,y) Dr(22,y) Dp(x,y) Dp(x, x) +
+9 Dp(x1,y) D (22, 2) Dp(z,2) Dp(y,y) + 18 Dp(21,y) Dp(z2, ) Dp(z,y)?

Uvrstavanje ovih izraza nazad u gornji izraz za brojnik daje

oI {aln) eotaa) exp [i [ s Lunliol| }10) = Ditor,an) = [ ate [ty =
| § Dr(o1,2) Di(e.2) Do) Di(y) + 1 Dror,aa) D)+
+ 5 D1, 2) De(e2,2) Dp(e,5) Dr(y,9) + 5 Dr(en,2) Dr(e2,) Dr(e, ) +
+ %Dp(wl,:t) Dp(z2,y) Dp(x, ) Dp(y,y)] +0(g") (3.8.31)

Usporedbom ovog izraza s (3.8.14) vidimo da se razlikuju u tome da su prva dva ¢lana u uglatoj zagradi u (3.8.31)
viSak. Po ¢emu su ovi ¢lanovi posebni moZemo vidjeti iz pripadnih Feynmanovih dijagrama:

Q_O z y (3.8.32)

€ Y

r— r—
x1 Z2 I Z2

Usporedbom s (3.8.15) vidimo da su gornji dijagrami specifi¢ni u tome $to posjeduju mjehure (eng. bubbles), tj.
podgrafove koji nisu povezani ni s jednom vanjskom linijom.

Ne smijemo smetnuti s uma da rezultat u (3.8.31) moramo podijeliti s nazivnikom iz (3.8.28). Perturbativni racun
za nazivnik daje

o7 {exp [i [ ] } 100 = 1= [ate [ aty 01 foute o)} 0

2
=1- % d4x/d4y [9 Dp(z,x) Dp(z,y) Dr(y,y) + 6 Dr(z,y)%] + O(g*)

pa slijedi

(o {eso [¢ [ e eunlenl| }10) " =142 [ate [ [0Dete,0) Drte,) D) + 6Dt
+0(g")

Uvrstavanjem gornje formule i (3.8.31) u (3.8.28) dobijamo upravo rezultat (3.8.14) dobijen lagranzijanskom meto-
dom. Uocite da nazivnik igra ulogu ponistavanja dijagrama s mjehurima.

MoZe se pokazati da se ova tvrdnja generalizira na sve redove raCuna smetnje i sve vrste medudjelovanja. To znaci
da kad primjenjujemo Feynmanov racun Gell-Man-Low formulu (3.8.28) moZemo napisati kao:
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<Q|T {¢(w1) t (b(xn)} ‘Q> = <O’T {¢0<$1) T ¢0<xn) exXp [Z / d41' Eint[¢0]] } |0> bez mjehura (3.8.33)

gdje “bez mjehura” znaci da ne uklju¢ujemo Feynmanove dijagrame koji sadrZe mjehure.
Primjenom ove formule i Wickovog teorema mogu se izvesti Feynmanova pravila u xz-prostoru, koja smo napisali
vec u odjeljku 3.8.1.

3.8.3 Feynmanova pravila u impulsnom prostoru

Pokazuje se da nam cesce trebaju korelacijske funkcije u impulsnom p-prostoru nego u koordinatnom x-prostoru.
Veza je putem Fourierovog transformata:

11 / dia; 5 | (QIT {¢(a1) - ¢(za)} ) = @)1 6" p1+ -+ ) Gr(pr.....p)  (3834)
j=1

gdje postojanje §* funkcije na desnoj strani slijedi iz pretpostavke translacijske invarijantnosti korelacijskih funkcija.>*

Ako zamijenimo korelacijsku funkciju u x-prostoru njenim Feynmanovim razvojem, dobijamo Feynmanov razvoj
u p-prostoru s pravilima koja direktno slijede iz pravila u z-prostoru. Integracije po d4xj u (3.8.34) vode na sljedece
korespondencije:

e Propagatore u dijagramu treba predstaviti pomocéu Fourierovog transformata, $to za realno skalarno polje znaci
upotrijebiti (3.7.18).

e Integracija po vanjskoj tocki ; u (3.8.34) daje sljedeci doprinos

N d*p ier o
/d4xj e Drle =) = / (2m)4 p2 —m? + e /d%j e

_ v ip;w 3.8.35
p?—mz—l-iee (3.8.35)

gdje je x ¢vor povezan linijom s ;. Iz gornjeg izraza mozemo izvuci sljedeci zakljucak. Prvi je da u p prostoru
nema vanjske tocke, a noga koja se veZe na vanjsku tocku x; postaje vanjska linija. Vanjskoj liniji se pridruZuje
propagator u p-prostoru fiksnog impulsa p; (impuls pridruZen x; putem Fourierovog integrala) koji po definiciji
ulazi u dijagram. (Faktor 7 u (3.8.35) povezujemo s ¢vorom z i posljedice koje stvara éemo razmotriti
malo niZe.) To znaci da u p prostoru Feynmanovi dijagrami imaju oblik

D2 P4

b1 p3

gdje pretpostavljamo da svi impulsi p; ulaze u graf (smjer impulsa je vaZan jer odreduje predznak u relacijama
sacuvanja impulsa u ¢vorovima - impulsi koji ulaze imaju suprotni predznak od impulsa koji izlaze iz ¢vora).
Radi smanjenja mogucnosti pogreske obic¢no se za svaku liniju dijagrama smjer impulsa eksplicitno oznaci

strelicom.
**Najlaksi nadin za ustanoviti postojanje 6" funkcije je prijeéi s 4n varijabli integracije «;, j = 1...,n, na varijable X; = z; — 2,
j=1,...,n—1,1X, = z,. Posto iz translacijske invarijantnosti korelacijske funkcije u x prostoru ne ovise o varijabli X,,, integracija po

njoj daje upravo 6* funkciju puta (27)%.
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e Zbog postojanja integracija po unutarnjim ¢vorovima u z,-prostoru, u svakom ¢voru postoji faktor
/ d'zq exp ( Doad wa—i Yl ) = @m)' ool + a5+ — gl — g — ) (3836)
T T

gdje su {qq([i) } svi 4-impulsi koji ulaze u dani ¢vor a, a {ql(f )} svi 4-impulsi koji izlaze iz ¢vora a. §-funkcija u
svakom ¢voru namece lokalno sacuvanje 4-impulsa. Treba uociti da se u racunu za svaki dijagram moZe izluciti
kao faktor §-funkcija koja daje sacuvanje ukupnog 4-impulsa (na vanjskim nogama), a koja je faktorizirana u
izrazu (3.8.34).

Uzevsi sve ovo u obzir, iz Feynmanovih pravila u z-prostoru slijede Feynmanova pravila u p-prostoru, tj. recept
za perturbativno racunanje korelacijskih funkcija Gg(p1, ..., p,) definiranih u (3.8.34).

Feynmanova pravila u p-prostoru:

1. Nacrtajte sve topoloski razlicite dijagrame s n vanjskih linija (kao u z-prostoru). Svakoj liniji pridruZite
4-impuls, s tim da su na vanjskim linijama impulsi p; iz funkcije G (p1, ..., pn) koju racunamo. Svi
vanjski impulsi ulaze u dijagram.

2. Svakoj liniji pridruZite kao faktor propagator u p-prostoru, koji je za skalarno polje
o
> —m? + ie
gdje je g impuls koji prolazi kroz danu liniju.

3. Cvorovi dolaze od &lanova s medudjelovanjem u lagranZijanu. Svaki doprinosi faktor i x konstanta
vezanja.

4. U svakom ¢voru nametnite sacuvanje 4-impulsa.

5. Integrirajte po svim nefiksiranim impulsima ¢;

[

6. Dodajte faktor simetrije dijagrama.

7. Sumirajte doprinos svih dijagrama do Zeljenog reda u perturbativhom razvoju po konstantama vezanja.

Nacin kako se odreduje konstanta vezanja i faktor simetrije je opisan u odjeljku 3.8.1.

3.8.4 S-matrica i invarijantna amplituda M

Na osnovu do sada dobijenih rezultata Zelimo napisati Feynmanova pravila za invarijantnu amplitudu M koju smo
definirali pomodéu S-matrice putem relacije

(fISli) = (2m) 6 (ps —pi)iM D) #S)

gdje su py i p; ukupni 4-impulsi u izlaznom (konacnom) i ulaznom (pocCetnom) stanju. Ukoliko upotrijebimo LSZ
formulu (3.7.10) te u njoj maloprije dobijena Feynmanova pravila za T-uredene korelacijske funkcije mozemo uociti
sljedece:

e Operator i(0; + m?) u p prostoru daje i(—p? + m?) $to to¢no krati doprinos vanjske linije j u korelacijskoj
funkciji (propagator u p prostoru)
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e Impulsi na izlaznim vanjskim linijama imaju suprotan predznak pa ih crtamo kako izlaze iz dijagrama.

Uzevsi u obzir ove napomene, dobijamo:

7

Feynmanova pravila za iM:

1. Nacrtajte sve dopustene topoloski razli¢ite Feynmanove dijagrame na isti nacin kao u x prostoru (zasad
bez ikakvih oznaka). Na vanjske linije stavite impulse, s tim da impulsi na linijama ulaznog stanja (iz ¢
stanja) ulaze u dijagram, a impulsi na linijama izlaznog stanja (f stanje) izlaze iz dijagrama. Na svaku
unutra$nju liniju stavite strelicu i pripadni impuls g;.

2. Svakoj unutarnjoj liniji pridruZite propagator, koji je za realno skalarno polje dan s

?

2

p2 —m? + e

3. Cvorovi dolaze od interakcijskih &lanova u lagranZijanu. Svakome pridruZite pripadnu konstantu vezanja
puta imaginarna jedinica ¢.

4. Vanjske linije doprinose faktor 1 (za skalarna polja, inace polarizacijski tenzor).

5. U svakom ¢voru nametnite sacuvanje 4-impulsa.
/ d*qy
(2m)*

8. Sumirajte doprinos svih dijagrama do Zeljenog reda u perturbativnhom razvoju po konstantama vezanja.

6. Integrirajte po neodredenim impulsima

7. Dodajte faktor simetrije dijagrama.

3.8.5 Nepovezani dijagrami

U pojedinim dijelovima racuna implicitno smo pretpostavili ne samo da su ulazno i izlazno stanje razliditi, i) # | f),
negoidasu f i1 stanja ireducibilna, tj. da ne postoji podskup 4-impulsa ulaznih Cestica u |i) koji ima ukupni 4-impuls
jednak ukupnom 4-impulsu nekog podskupa impulsa izlaznih Cestica u |f). Sto kad to ne vrijedi?

Na primjer, pretpostavimo da gledamo reducibilni proces p; + p2 + p3 — p} + p, + ps + P} u kojem je

p1+p2 = p| +ph ; p3 = p3 +p)

gdje druga jednakost slijedi iz prve zbog saCuvanja ukupnog 4-impulsa. U ovom slucaju sacuvanje energije i impulsa
dopusta dijagrame oblika

D2 Do

p1 P}
Pl

@
s
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Ovakvi dijagrami, u kojima nisu sve vanjske noge povezane kroz dijagram, se nazivaju nepovezani. Po definiciji,
doprinos amplituda od svih ovakvih dijagrama ¢e biti umnoZzak dva nezavisna doprinosa (jer imamo dva odvojena
nezavisna podprocesa).

Kljucno pitanje je moze li se dogoditi interferencija izmedu povezanih i nepovezanih dijagrama, u smislu da jedni
i drugi znacajno doprinose u danom procesu? Za odgovoriti na ovo pitanje prvo uo¢imo da ¢e povezani dijagrami dati
doprinos S-matrici koji ima strukturu

S=1+ i(27r)4 54(pf —pi) M

gdje M ne sadrzi nikakve J funkcije. Ovo se moZe zakljuciti iz strukture povezanih Feynmanovih dijagrama. S druge
strane moZzemo zakljuciti, opet iz analize Feynmanovih dijagrama, da ¢e nepovezani dijagrami doprinositi amplitudi
M tako da ¢e ona biti proporcionalna ¢ funkciji. Npr, za gornji primjer vrijedi

M o §*(ps + ply — p3)

Zbog dodatne ¢ funkcije ovaj doprinos od nepovezanih dijagrama je puno (tj. beskonacno) veci od doprinosa poveza-
nih dijagrama, pa stoga doprinos povezanih dijagrama moZemo zanemariti. Odgovor na gornje pitanje je da ne moze
do¢i do interferencije.

Gornja analiza vodi na vaZan zakljucak:

Za sve vrste procesa dovoljno je racunati samo doprinose povezanih dijagrama. Amplitudu za reducibilni
proces dobijemo naprosto kao umnozak amplituda za ireducibilne podprocese (kojima po definiciji mogu do-
prinositi samo povezani dijagrami).

3.8.6 Primjer: ° teorija

Primjenu tehnike Feynmanovih dijagrama uvjezbat éemo na primjeru (> teorije:

1 2 m? 2, 9 3
525(%80) —790 +§<P

Gradivni elementi za ovu teoriju su jedan propagator i jedan ¢vor:

P p? —m?2 +ie

Razmotrimo proces elasti¢nog rasprienja 1 +2 — 1/ + 2"

p2 D2

b1 Pll

91



U najnizem redu u konstanti vezanja g imamo 3 dijagrama:

p2 10/2
— M= ) i =
S (3 = (19 1g) =
p1+ D2 ° (p1 + p2)? — m? s —m?
b1 P,1
P2 P/2
: - ) = (z )
D1 D1 t g (pl — p/1)2 — m2 g n m2
b P
b2 P’Q
' — M, = (i) i) = — L
u — 2 = (1 —
p1 Do u g (pl — p/2)2 m2 g U m2
b1 Pll

Ukupnu amplitudu dobijamo sumiranjem svih dijagrama, §to u ovom slucaju znaci

1 1 1
M2M8+Mt+/\/lu+0(g4)=—g2[ + + %0(94)

s—m2 t—m? u—m?

Diferencijalni udarni presjek u sustavu centra masa je:

+ +
s—m2 t—m?2 u—m?

do M g { 1 1 1

2
@ _ - O(g°
dQ ~ 6472F2,,  6AT2E2,, } +olg")

Napomena: U slucaju realnih polja, strelice u dijagramima sluZe samo da bi oznacile smjer impulsa. Kad budemo
presli na kompleksna polja, gdje strelica oznacava da li se radi o Cestici ili antiCestici, trebat ¢emo biti malo oprezniji
u povezivanju strelica s impulsima za ulazne i izlazne antiCestice.

Mandelstamove varijable

U gornjem racunu uveli smo sljedeée Lorentz invarijante:

s = (p1+p2)* = () +ph)?

t=(p1—11)* = (2 — ph)’
- 2 2
u = (p1—p3)° = (p2 — ph)
koje se nazivaju Mandelstamove varijable i koje se pokazuju vrlo spretnima za izraZavanje rezultata za opcenita
rasprienja 2 — 2. Iz sacuvanja ukupnog impulsa lako se vidi da nisu sve nezavisne, ve¢ da su povezane kroz relaciju

s+t +u=m?+mi+mi*+mh?

gdje u slucaju kad sve estice u procesu imaju jednaku masu m desna strana daje 4m?. Vazno je uoéiti da su domene
Mandelstamovih varijabli ograni¢ene s

§>0 , t<0 , u <0
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3.8.7 Generalizacija na viSe polja

U izvodima i dosadas$njim primjerima sve formule smo pisali kao da teorija posjeduje samo jedno nezavisno dina-
micko polje (za koje smo zasad uzeli da je realno skalarno polje). Sto ako imamo viSe nezavisnih polja, npr. vise
realnih skalarnih polja? Odgovor je sljedeci:

Svako nezavisno dinamicko polje koje se pojavljuje u lagranZijanu ima svoju vlastitu liniju i pripadni propa-
gator. Feynmanova pravila ostaju nepromijenjena, samo $to moramo linije u dijagramima oznaciti da bude
jasno kojem polju (odnosno, Cestici) pripadaju i spajati samo linije istog polja.

Kao primjer, razmotrimo teoriju s dva skalarna polja, koja ¢emo oznaciti s a i b, za koju je lagranZijan dan s
[,—18 2m<21216 2 M 5 A 5,
= 5( Pa)” — 7%4'5( pp)” — 5 Pb TP

Osnovni gradivni elementi za Feynmanove dijagrame su sada dvije vrste propagatora i jedan ¢vor:

a,p 7
- P2 —m2 +ie
b,p i
N p2—m§+ie
b b
= A
a a

U dijagramima smijemo spajati samo linije koje imaju istu oznaku (obje a ili obje b).

3.8.8 Vezanja koja ukljucuju derivacije polja

Do sada smo se fokusirali na medudjelovanja u kojima Li,¢ sadrzi samo produkte polja, ali ne i njihovih derivacija.
Sto ako postoje i derivacije polja? Uo&imo prvo da je

d3p . iz | . -
auSDO(fU):/W<—Zpuape me+2pua1)esz)

iz Cega zakljuCujemo da derivacija polja u kontrakcijama ulazi s —ip,, ap umjesto samo s ap. Dolazimo do pravila:

Ako se Cestica poniStava u ¢voru (tj. ulazi u ¢vor) svaka derivacija d,, daje dodatni faktor —ip,,, a ako se Cestica
kreira u ¢voru (tj. izlazi iz ¢vora) dodatni faktor je ip,.

Kao primjer na kojem ¢emo pojasniti gornje pravilo razmotrimo sljedeCe medudjelovanje (koje ukljucuje tri raz-
licita realna skalarna polja)

Ling = A @a(a,u@b)((a“@c) (3.8.37)

Koristeéi gornje pravilo moZemo zakljuéiti da je doprinos pripadnog &vora u dijagramima dan s>

BSjetimo se da za realna polja strelica na liniji samo oznalava smjer impulsa i nema neko dodatno znacenje. To znaéi da je moguée i da
obje strelice ulaze u &vor ili da obje izlaze iz &vora, s tim da svaka promjena smjera strelice doprinosi faktor (—1).
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b = iA(=ip)(ig") = iX(p-q) (3.8.38)

Vjezba 3.8.3: U teoriji s tri realna skalarna polja ¢q, ©p 1 o s masama mg,, my i m, koja medudjeluju putem (3.8.37),
nacrtajte sve Feynmanove dijagrame za proces elasticnog rasprSenja Cestica a i b, a + b — a + b, koji doprinose
amplitudi M do reda A\2. IzraCunajte doprinos s-kanalnog dijagrama. Izraz napisite pomoéu Mandelstamovih varijabli
s, t i u. Impulse ulazne (izlazne) Cestice a oznadite s py (p)), a Cestice b s pa (ph).

Rjesenje: Dijagrami koji doprinose do reda A\? imaju isti oblik kao oni koji su nacrtani u primjeru iz odjeljka (3.8.6),
s tim da unutarnja linija na sva tri dijagrama oznacava Cesticu tipa c. s-kanalni dijagram je

b’pQ bap/2

¢, p1+ p2

a /
,P1 a7p1

Koristeéi (3.8.38) dobijamo da je doprinos amplitudi ovog dijagrama

_ iX2 (s —m2 +m?)?
iNpy - (D) + 1) = —— - o

i Mg =1i\p2- (p1+Dp2)

(p1 + p2)? — m? 4 s —mg
gdje smo koristili p? = m2 i p3 = m?, te
_ 2 _ 2 2 7 /
s=(p1+p2)° =mg+my+2p1-p2) ,  Ppr-p2=p1-Py
Zadatak 3.8.4: U teoriji sa dva realna skalarna polja i lagranZijanom danim s
1 2 1 9, A m g 2
L= 5(5901) + 5@@2) + 5901((%%02)(8 p2) + 5 P1P2 (3.8.39)

izraCunajte diferencijalni udarni presjek u sustavu centra masa za rasprSenje Cestica 1 + 2 — 1 + @2 u drvastoj
aproksimaciji.

3.8.9 Kompleksna polja

Do sada smo u izvodima pretpostavljali da u teoriji postoje samo realna polja. U slucaju kompleksnih polja, koja
karakterizira to da postoje Cestice i antiCestice, postoje neke dodatne finese koje ¢emo ovdje razjasniti na primjeru
kompleksnog skalarnog polja .

Realnost lagranZijana i stabilnost teorije (postojanje najniZeg stanja) namecu da se u svakom monomu u lagran-
Zijanu moraju pojavljivati ¢ i ' u parovima. Posto se operator ponistenja estice nalazi u ¢ a operator stvaranja u
o' (i obrnuto za antiestice) ocito je da ¢e se u Wickovom teoremu nalaziti sve kontrakcije izmedu parova ¢ i o', tj.
kontrakcije ¢e doprinositi propagator

(0] T{e0(x) ¢o(y)'}0)
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Lako se pokaze da je ovaj propagator potpuno identi¢an onom za realno skalarno polje, tj,

(0] T{po(x) 0} (y)}10) = Dp(z,y) (3.8.40)

gdje je D danu (3.7.18). Novost je da po liniji koja pripada kompleksnom polju moze putovati Cestica ili anticestica,
Sto dovodi do toga da takva linija posjeduje smjer pa ¢emo to oznacavati strelicom na liniji. Konvencija koja se
standardno uzima je da strelica na liniji prati smjer nastanak — nestanak (stvaranje — poniStenje) cestice. Posto polje
©o(x) ponistava Cesticu i stvara antiCesticu u x, a polje gog)(:r) stvara Cesticu i poniStava antiesticu u z, to nas vodi na

sljedeca Feynmanova pravila za kompleksno skalarno polje:

e Definicija propagatora iz (3.8.40) govori da strelica ide od y prema x. Graficki:

Yo—p—o7T = Dp(z,y)

U p-prostoru strelicu moZemo (iako ne moramo, ali je spretno) iskoristiti za odredivanje smjera 4-impulsa p

koji putuje po liniji, tako da je propagator u p-prostoru dan s:2

b 1
- =

P2 —m? + e

o Iz LSZ formule (3.7.14) slijedi da za vanjske linije Cestica i antiestica u p prostoru vrijede pravila:

. . —
ulazna Cestica : P ——o = 1
e L. —
ulazna anticCestica : pP —a—o = 1
) . . —
izlazna Cestica : —p— D = 1
) L. —
izlazna antiCestica : o —— 9D = 1

Strelice iznad linija oznacavaju smjer impulsa. Uocite dvije stvari. Prvo, vidimo da umjesto da uvodimo
posebne vanjske linije za Gestice i antiCestice, antiestica se oznacava strelicom u suprotnom smjeru.”’ Drugo,
impulsi Cestica koje se nalaze u ulaznom stanju uvijek ulaze u dijagram, dok impulsi Cestica iz izlanog stanja
uvijek izlaze iz dijagrama, bez obzira da li se radi o Cesticama ili anti¢esticama. To znaci da je za antiCestice na
vanjskim linijama smjer impulsa suprotan od strelice na liniji. To treba imati na umu jer zbog preglednosti
dijagrama uglavnom necemo ucrtavati posebne strelice za impulse.

Cesto ¢e biti sluaj (primjer: kvantna elektrodinamika) da se kompleksno polje pojavljuje u interakcijama samo
kroz produkt ¢'¢. U tom slu¢aju svaka linija koja pripada polju ¢ unutar bilo kojeg dopustenog Feynmanovog
dijagrama leZi na “usmjerenoj” krivulji saCinjenoj od (vanjskih i/ili unutarnjih linija), gdje usmjerenost znaci da kako
idemo po krivulji sve strelice gledaju u istom smjeru. Usmjerena krivulja moZe biti otvorena, u kojem slucaju joj
pocetak i kraj mora biti na vanjskim linijama, ili zatvorena (petlja) u kojem slucaju ne sadrZi vanjske linije.

267 skalarna polja propagator je simetri¢an na zamjenu p — —p, pa za sam propagator strelica nije vaZna, no vazna je za postavljanje uvjeta
sacuvanja impulsa u ¢vorovima koje povezuje propagator. No, vidjet ¢emo da za polja viSeg spina propagator nije invarijantan na p — —p,
tako da je strelica vaZna i za sam propagator.

YOvo moze izgledati nelogitno jer se &ini kao da antiestica koja putuje normalno iz prolosti u buduénost izgleda kao &estica suprotnog
4-impulsa koja putuje iz buduénosti u proslost. U stvari, gledajuci kroz prijenos 4-impulsa i ostalih naboja to je formalno tocno. Obratite paznju
na rije¢ formalno, jer fizikalne Cestice i antiCestice uvijek imaju pozitivnu energiju.
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3.9 Integrali po stazama*

Do sada smo koristili kanonski pristup kvantizaciji polja. U stvari, u praksi se ¢esce Kkoristi drugi pristup pomocu
integrala po stazama (eng. path integrals) koji pored manifestne Poincaré kovarijantnosti posjeduje i neke druge
prednosti u odnosu na kanonsku kvantizaciju. U ovom poglavlju objasnit ¢emo integrale po stazama za bozonska
polja.

Pretpostavimo da imamo klasi¢nu teoriju polja odredenu skupom elementarnih lokalnih polja ¢(z) = {¢,(x)} i
akcijom S[¢]. Kvantizacija putem integrala po stazama se moze definirati putem formule za vakuumske ocekivane
vrijednosti vremenski uredenih produkata polja

) A I D O1(x1) - - On(2n) i (S[g]+“ie-Elanovi”)
(QT{O1(21) - On(an) }|Q) = [ D iSOl ieFlanovi”) (3.9.1)

gdje pretpostavljamo da su polja O; funkcije ili lokalni funkcionali elementarnih polja ¢.

Integracija koja se pojavljuje u gornjem izrazu je posebna vrsta integracije, tzv. funkcionalna integracija, u
kojoj se integrira po prostoru svih klasi¢nih konfiguracija elementarnih polja ¢, () s prihvatljivim rubnim uvjetima.
Mjera ovakve funkcionalne integracije se oznacava s D¢ i uskoro ¢emo vidjeti jedan nacin kako ju se moZe definirati.
Vidimo da se svakoj klasi¢noj konfiguraciji polja ¢(x) = {¢,(z)} u integraciji pridjeljuje tezinski faktor exp(iS[¢])
u kojem figurira (klasi¢na) akcija.

Neke vaZzne napomene vezane uz formulu (3.9.1):

1. Desna strana u definiciji (3.9.1) je u potpunosti odredena klasi¢nim veli¢inama (klasi¢nim poljima i klasi¢nom
akcijom) Sto u odnosu na kanonsku kvantizaciju, gdje se mora raditi s operatorima i vektorima stanja u Hilber-
tovom prostoru, ima ocitu prednost. Na primjer, problemi poput mnoZenja polja u istoj tocki prostora se u ovom
formalizmu, bar naizgled, ne pojavljuju (iako ¢e neki od ovih problema uskrsnuti kroz pojavu beskonacnosti i
potrebu za regularizacijom i renormalizacijom).

2. Ocuvanje klasi¢nih simetrija u kvantiziranoj teoriji je manifestno. Vidimo da ako postoji klasi¢na simetrija, na
Cije djelovanje je akcija S invarijantna, invarijantnost mjere integracije na djelovanje simetrije garantira da je
simetrija prisutna i u kvantiziranoj teoriji. U nekim situacijama se pokazuje da se ne moze uvijek konstruirati
mjera koja je invarijantna na sve simetrije klasi¢ne teorije pa neke simetrije nakon kvantizacije viSe ne postoje.
Ovo je primjer tzv. kvantnih anomalija.

3. Treba imati na umu da formula (3.9.1) ima svoja ograni¢enja. U slucaju teorija ¢iji hamiltonijan nije kvadrati¢an
u generaliziranim impulsima (tocno znacenje ove tvrdnje i objasnjenje je dano u odjeljku (3.9.2)), i teorija u
kojim postoje veze (eng. constraints) moze se dogoditi da klasi¢na akcija dobija dodatne ¢lanove, odnosno da
postoje dodatna nefizikalna polja, tzv. duhovi (eng. ghosts).

4. Kao Sto ¢emo objasniti, klasi¢noj akciji treba dodati takozvane "ie-Clanove", u kojima se podrazumijeva da
e — 0%. Matemati¢ka uloga ovih ¢lanova je da pomaknu polove u n-tockastim funkcijama s realne osi u
kompleksnu ravninu na to¢no odredeni nacin (koji ¢emo komentirati kasnije), Sto efektivno znaci da definiraju
na¢in na koji kontura integracije zaobilazi te polove. Sto se ti¢e Feynmanovog razvoja, jedina, ali vrlo vaZna,
posljedica ovih ¢lanova je da uzrokuju ie doprinose u nazivnicima Feynmanovih propagatora. U praksi se u
formulama poput (3.9.1) "ie-Clanovi" u pravilu ne piSu ve¢ se podrazumijevaju, i mi ¢emo u kasnijim formulama
slijediti ovu praksu.

Naravno, moramo pokazati da definicija (3.9.1), uz prikladnu definiciju mjere integracije D¢, zadovoljava sva
svojstva koja se u kvantnoj teoriji ocekuju od nje. To ¢emo napraviti tako Sto ¢emo formulu (3.9.1) izvesti koristeci
kanonsku kvantizaciju i time istovremeno pokazati da su ove dvije vrste kvantizacije ekvivalentne, bar u situacijama
gdje se obje mogu primijeniti. Citatelj koji smatra da formulu (3.9.1) razumije u dovoljnoj mjeri da mu izvod nije
potreban moZe odmah preskociti na odjeljak 3.9.4.
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3.9.1 Gaussovski integrali

U racunima s integralima po stazama, Cesto se javljaju tzv. Gaussovski integrali, pa ¢emo ih stoga ovdje razmotriti.
Op¢i jednodimenzionalni Gaussovski integral po varijabli £ se definira kao

In(J):/ degre 38T =0,1,2,... (3.9.2)

—0o0

gdje su a i J neis€ezavajuli realni parametri. Uocite da je ovaj integral konvergentan pa se mogu primijeniti sve
tehnike manipulacije takvih integrala. Jedna od takvih manipulacija je da (3.9.2) za proizvoljni n moZemo dobiti
deriviranjem osnovnog integrala Iy po J n puta.

oy
~agr

L.(J) (3.9.3)

Stoga je dovoljno izraCunati osnovni integral Iy. To je najlakSe napraviti tako da se izraz u eksponentu pretvori u
potpuni kvadrat na nacin

a 2a

1, _a J\? | J?
50k +Jf—2<£— >+

i potom napravi redefincija varijable integracije u = \/a(§ — %) Integral I postaje

1 2 [ 1,2
Iy(J) = e2a/ due 2" (3.9.4)
Va'
Integral koji se pojavljuje u gornjem izrazu je poznati integral koji se moZe naéi u svim tablicama integrala i glasi

/ due 2% = s

—00

Iy(J) = ,/2% et (3.9.5)

Nas ¢e u stvari zanimati multidimenzionalni Gaussovski integrali. Nije teSko pokazati da se formule koje smo
izveli za jednodimenzionalne integrale generaliziraju na slucaj integracije po r varijabli { = {{;},j = 1,...,7 na
sljedeci nacin:

1 T T 2 r 1 T
Iy(J) = /drf exp | =5 Z & Aji &k + ZJk & | = Hd(et724) exp | 5 Z J; (A_l)jk J. | (3.9.6)
k=1 k=1

Jk=1

Uvr$tavanje ovog rezultata u (3.9.4) daje

gdje je "¢ = d&; ---d&,, dok je A = (Ajx) regularna simetri¢na  x r matrica &iji inverz je A~'. Pokazuje se
korisnim napisati gornji rezultat na alternativni nacin. Ako uvedemo

Q) = %éTAs —JT¢ (3.9.7)

gdje smo uveli matri¢nu notaciju u kojoj £ = (&1,...,&-)iJ = (J1,..., ;) oznaCavaju r x 1 stupCane matrice, gdje
T oznacava transponiranje matrice i gdje se matriéno mnoZenje podrazumijeva. Ako ozna¢imo stacionarnu tocku
funkcije Q(§) s &,

Q

08jle-¢
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onda rezultat (3.9.6) mozZemo napisati i kao

—1/2
1) = [ @€ ep(-Q©) = (det ﬂ) exp(~Q(E)) (3.99)

Ovo je vazan rezultat koji ¢emo naglasiti i rijeima:

Gaussovski integrali se, do na faktor, mogu izracunati tako da se podintegralna funkcija izvrijedni u tocki u
kojoj je argument eksponencijala (), kao funkcija varijabli integracije, stacionaran. Rezultat se moze analiticki
prosiriti i na slucaj kad je argument eksponencijala () Cisto imaginarna funkcija.

U nekim okolnostima ovaj rezultat se moze koristiti za perturbativno odredivanje vrijednosti integrala i u sluca-
jevima kad argument eksponencijala ) nije kvadrati¢na funkcija od varijabli integracije. Ta vrsta aproksimacije se
naziva metoda stacionarne faze (u engleskoj literaturi je poznata i pod imenom method of steepest descent).

Gaussovski integrali viSeg reda se ponovo mogu dobiti deriviranjem po J:

1 o"1y(J)
I g, (J) = /dT§ §ir v &G XD (—2 ¢TAE + JTf) = W (3.9.10)
U praksi nas najcesce zanimaju Gaussovski integrali s J = 0:
r 1 9"Io(J)
Ljy .2 (0) = /dffjl “+ &g, €XP <25TA§> = m . (3.9.11)

Primjenom (3.9.6) i (3.9.10), nakon malo kombinatorike, slijedi

Lo, (0)=100) > [ (A5 (3.9.12)

sparivanja parovi
Jrgan {gkgi}

Gornji izraz moZe djelovati zbunjujuce pa ¢emo pojasniti rije¢ima njegovo znaCenje. Skup indeksa {j1, ..., jon}
rasporedimo u n parova {{jp1, jr2},-- -, {ip@2n—1),Jp@n)}} gdje je P permutacija skupa od 2n elemenata. Svaka
permutacija daje doprinos

—1 -1 -1
(A )jP1jP2 (A )jP3jP4 (A )jP(anl)jP(?n)

i to je znaCenje produkta u (3.9.12). Potom sumiramo po svim permutacijama koje daju razlicite doprinose®®, i to je
znacenje sume u (3.9.12).
Za vjezbu, razmotrimo dva najniZa integrala

Ij1j2 (0) = IU(O)(A_I)]'U'Q (3.9.13)
Ly jngsia (0) = To(0) [(A™1) 4y o (A" s + (A7 s (A7 g + (A 5050 (A Dgjs]  (39.14)

Za kraj, dodajmo da iz (3.9.6) slijedi da je

Ip(0) = C% (3.9.15)

Matemati¢kim Zargonom reeno, skupovi indeksa koje smo gore definirali nisu uredeni, tj. redoslijed elemenata unutar danog skupa ne
¢ini razliku.
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3.9.2 Integrali po stazama u kvantnoj mehanici
Integrali po stazama iz kanonske kvantizacije

Kako bi se pripremili za integrale po stazama u kvantnoj teoriji polja, ovdje ¢emo ukratko ponoviti njihovu definiciju
u slucaju kvantne mehanike.?’. Razmotrimo sustav opisan generaliziranim koordinatama q(t) = (q1(t), ..., qn(t))
i pridruzenim kanonskim impulsima p(t) = (p1(t),...,pn(t)), koji su u kvantnoj teoriji opisani operatorima ¢(t)
i p(t). Hamiltonijan sustava H(t) = H({(t),p(t),t) je hermitski operator, za kojeg pretpostavljamo da je poredak
operatora u produktima takav da su svi impulsi p;(¢) na desno od svih koordinata ¢;(t) (tzv. Weylovo uredenje
operatora).®® S |¢;t) oznadavamo svojstveni vektor stanja svih operatora G(t) = (gi(t), ..., dn(t)) sa svojstvenim
vrijednostima jednakim ¢ = (q1, . .., ¢n) u trenuku ¢. Na sli¢an nacin definiramo |p; t) kao svojstvena stanja od p(t).
Zelimo izraunati amplitudu prijelaza sustava iz stanja |¢(*)) u trenutku ¢; u stanje |¢\/)) u trenutku ¢ f

(@;t51q Vs ts)
Ideja je da razbijemo vremenski interval ¢y — ¢; u jednolike podintervale trajanja ¢, tako da definiramo t; = t; + 1 dt,
l=0,...,N+1,gdjejety =tyy1it; = to,igdje Cemo pretpostaviti da ot — 0 ($to znaci N — oo). Potom u sva-

kom trenutku ¢;, [ = 1,. .., N ubacimo relaciju potpunosti 1 = [ d"q; |q;; t;){qi; ti| = [daii- -+ [ dan @ ti) {q; il
Rezultat je:

(@) t51qD; 1) = /d”qN_1---/d”q1 (@YD tslantn ) ans tnlan—1itn—1) - - (a2; talar; 1) (qus ta]q @ )

N N
=/<Hd"¢ﬂ> <H<QJ+1;tl+1|Ql;tz>> (3.9.16)
=1

=0

Sad trebamo izvrijedniti matri¢ni element koji se javlja u gornjoj formuli. Koristeéi Cinjenicu da je razvoj svojstvenih
vektora operatora ¢(¢) u infinitezimalnom intervalu vremena generiran hamiltonijanom H (),

g3t + 6t) = T O g.4) (3.9.17)
moZemo pisati’!
(@ tietlas t) = (@ tle™ 0% g ) (3.9.18)
Sad éemo ponoviti trik ubacivanja relacije kompletnosti, samo §to éemo ovaj put uzeti 1 = [ d™py|ps; t;) (pi; i,
(@13 tivilast) = /d"pz (quns tole™ 0 ) (ps ol qus 1)

= /dnpl e @riPt) St (gt s ) (o s )

dnpl . ' n
- / 2mn P (‘ZH (g, P 1) 6+ ) (dare1 — qa,z)pa,z> (3.9.19)

a=1
gdje smo u drugoj jednakosti iskoristili Weylovo uredenje operatora u H, au trecoj jednakosti dobro znanu formulu

1

q;tlp;t) = —F—=exp| 1 ) qaPa (3.9.20)
(g:tp;t) ) (; )

0Ovo gradivo se obraduje na kolegiju Napredna kvantna mehanika.
39Ne zaboravite da cijelo vrijeme radimo u Heisenbergovoj slici.
31Vazno je imati na umu da za infinitezimalan 6t vrijedi exp(iH 6t) &~ 1 + iH dt, tj. da je operator exp(iH t) linearan u H .
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Uvrstavanje (3.9.19) u (3.9.16) daje

N N N n
. " .
(qVst5lqDst;) = / <l||1 d"qz> / <l|0| 27?) exp [Z > (E (Ya+1 = qai) Paj — H(qz+17pz7tz)5t>] (3.9.21)

=0 \a=1

gdie je g0 = ¢ i gn41 = ¢). U limesu 6t — 0 izraz u eksponentu postaje

N n N n
> <Z<Qa,l+1 — 4a,1) Pag — H(q1, 01, 1) 5t> = > (Z da,l Pal — H(Qz,pz,tl)> 5t + O((t)?)

=0 \a=1 =0 \a=1
— /tf dt (Z QQ(t) pa(t) - H(q(t),p(t), t)) (3.9.22)
ti a=1

Uvrstavanje (3.9.22) u (3.9.21) daje konacni rezultat za teorije s proizvoljnim hamiltonijanima

(a;t51g"; /Dq/Dp eXp[ /fdt <Z Ga(t) pa(t) —H(q(t),p(t),t))] (3.9.23)
ti a=1

gdje se podrazumijeva da je q(t;) = ¢V i q(t;) = ¢'¥) i gdje smo u limesu 5t — 0 uveli oznake

N
: . d"py
l dqy= | D 1 Dp .9.24
I EUEY T / =/ (024

Treba uogiti da u limesu §t — 0 "razlomljena" suma?? iz (3.9.21) prelazi u neku vrstu kontinuirane strukture koja
"izgleda" poput integracije po (beskona¢no dimenzionalnom) prostoru svih skupova funkcija ¢(t) = {q.(¢)} i p(t) =
{pa(t)}, a = 1,....n koje zadovoljavaju rubne uviete q(t;) = ¢ i g(t7) = ¢'¥), pa éemo ju na taj nacin i promatrati.
Ovu specifi¢nu vrstu funkcionalne integracije ¢emo nazivati integracija po stazama. Matematicki orijentirani Citatel]
se moZda pita da li je ovako definirana integracija matematicki smislena i da li su integrali konvergentni. Pitanje je
na mjestu, i u stvari postoji brojna literatura u kojoj se razmatra matematicki status integrala po stazama. Mi ¢emo
pretpostaviti da su integrali dobro definirani i konveregentni, tako da smijemo upotrebljavati metode koje koristimo
u obi¢nim konvergentnim integralima. Tako ¢emo npr. pretpostaviti da smijemo Kkoristiti formule za Gaussovski
integrale koje smo izveli za kona¢nodimenzionalne integrale.

U praksi se najcesce susreCemo s hamiltonijanima koji imaju oblik

H(g,p,t)= > Aapaps+ Y Balq,t)pa + Clg,1t) (3.9.25)
a,b=1 a=1

gdje je A neka regularna simetri¢na n X n matrica. U tom slucaju se u (3.9.21) moze izvrSiti integracija po svim p;
jer se radi o Gaussovski integralima za koje moZemo primijeniti formulu (3.9.9). Rezultat je

: ty "
(@ Dstrlast) = A [ Daexpli [ at (Y dult) pul®) - Hlatt),p(0).0) (3.9.26)
12 a=1
gdje je konstantni faktor N formalno dan s:
N
N = lim (det(2miA))” 2 (3.9.27)
N—oo
dok iz (3.9.8) slijedi da p zadovoljava:
a= 8Héq,p,t) (3.9.28)
Pa p=p

32Strukture poput one koja se pojavljuje u (3.9.21) s konaénim 6t matemati¢ari nazivaju Markovljevi lanci.
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Gornja relacija nam naprosto kaze da je impuls p povezan s ¢ i ¢ putem standardne kanonske relacije, $to pak znaci
da je izraz u eksponentu u (3.9.26) naprosto klasi¢na akcija

I (Z 0ul0) lt) — H (), q<t>,t>> = [ at 2oty = stato) (3:929)
i a1
Upotrebom toga dolazimo da konac¢nog rezultata za teorije s kvadratiCnim hamiltonijanima u impulsu
(@Vstrlg®sts) = N / Dg e la?)] (3.9.30)
gdje je
Sla(t)] = /tf dtL(q(t),4(t),t) ,  a(t)=4¢" , qlty) =gV (3.9.31)

ti

a L je klasi¢ni lagranZzijan teorije.

Ostaje pitanje definicije konstantnog koeficijenta A za koji iz (3.9.27) vidimo da je "bolesno" definiran. Taj
problem se u praksi rjeSava na nacin da se konstantni koeficijent u kona¢nom izrazu za prijelazni element normali-
zira pomoéu neke veli¢ine koja ima poznatu vrijednost, npr. (¢'; t|g;t) = d(¢' — ¢) (u teoriji polja najéesce se za
normalizaciju koristi vakuum i relacija (Q|Q2) = 1).

Zadatak 3.9.1: Razmotrite teoriju u kojoj postoji samo jedna generalizirana koordinata ¢ i lagranZijan je dan s

42
gdje je f(q) neka funkcija koja nije konstantna.

(a) PokaZite da je hamiltonijan sustava dan s

p2

2 f(q)

H(q,p) = (3.9.32)

(b) Posto hamiltonijan (3.9.32) nije oblika (3.9.25) ne moZe se automatski primijeniti formula (3.9.30). PokaZzite
da (3.9.30) ipak valja ukoliko klasi¢nu akciju S zamijenimo "efektivnom akcijom" Scr danom s:

Suld = [dtLaled) . Lale.d) = Lia.d) - 500) b f(0)

Matricni elementi vremenski uredenih produkata operatora

Pretpostavimo sada da umjesto obi¢nih matri¢nih elemenata Zelimo izracunati

(@514 01 (B(1), (1)) -+~ Or ((tr) (1) |4V 1) (3.9.33)

gdje cemo, iz razloga koji Ce ubrzo postati jasni, pretpostaviti da se operatori nalaze u vremenskom uredenju ¢y >
t1 >ty > ... >t > t;,1da su operatori O; definirani tako da se u produktima svi impulsi p nalaze na lijevo od
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svih koordinata ¢ (dakle, obrnuto nego za hamiltonijan). Razlika u odnosu na prethodni racun je u tome da ¢emo u r
vremenskih intervala, za koje vrijedi ¢; < t; < ¢;4.1, morati izvrijedniti sljedeCi matri¢ni element

(@13t O3 (D), 4(t)) lais ti) = (@41 tl|6lH(tl)@j(ﬁ(tj)a‘j(tj))ml%tﬁ
= /d"pl (@1; 11| s 1) (s 01| O (5(t5), d(t5)) s 1)

dr ) )
= /(Qﬂp)zn Oj(pisq) exp [—iH (qi41, 1, 1) 0t + i(q+1 — @) pi]

gdje je O;(p(t), ¢(t)) klasicna vrijednost konfiguracije ¢(t) i p(¢) u trenutku ¢, i gdje smo koristili istu proceduru
ubacivanja relacija potpunosti po potrebi. Vidimo da je jedina razlika u odnosu na rezultat za "obic¢ni" matri¢ni
element koji ne sadrZi operator O u tome §to sad postoji dodatni faktor O(t;) = O (pi(t1), i(tr))- Nije tesko zakljuciti
da dovrSavanje racuna vodi na rezultat

(@151 01 (a(t1), (1)) - -~ Or (d(tr), B(t:) [a™; 1) =

/Dq/Dp01 1) O)(t,) exp [z /tf dt (an(t)pa(t) —H(q(t),p(t),t))]
ti a=1

7

gdje rezultat vrijedi samo ako su operatori vremenski uredeni na nacin da je ty > t1 > to > ... > 1, > ;.
Interesantno je uociti da integral po stazama automatski ''vodi brigu' o vremenskom uredenju operatora.
Za kvadrati¢ni hamiltonijan u impulsima oblika (3.9.25), istom tehnikom kao prije se dobija konac¢ni rezultat

(@Dt T{O1(t1) - Op(t) Vs 1) = N / DgOi(t) -+ On(ty) €5190) (3.9.34)

gdje su operatori @j lokalni funkcionali operatora §(¢) (Sto zna¢i da mogu ukljudivati i derivacije poput ¢(t)) i gdje
se podrazumijeva da se integrira samo po stazama koje zadovoljavaju rubne uvjete q(t;) = ¢ i q(ty) = g\,

Interpretacija i klasicni limes

Za potrebe analize u ovom odjeljku poZeljno je napisati jednazbu (3.9.30) na nacin da Planckova konstanta bude
eksplicitno vidljiva. Nije tesko zakljuciti da je ispravni zapis

(@ Ditylg5ts) = A [ Dgei S0 (3939)

Nacin na koji se moZe interpretirati gornja formula je sljedeci:

Kvantni sustav ponasa se kao da ostvaruje sve moguce klasi¢ne staze koje ispunjavaju zadane rubne uvjete, na
nacin da je amplituda vjerojatnosti za neku klasi¢nu stazu ¢(t) proporcionalna exp(:S[q|/h).

Kvantizacija pomocu integrala po stazama ujedno daje i vrlo lijepo elegantno objas$njenje klasicnog limesa. U
klasi¢nom limesu, koji je dan s A — 0, moZemo primijeniti metodu stacionarne faze. On nam kaze da ¢e u integraciji
dominantni doprinos dolaziti od dijela funkcijskog prostora oko staza q.(t) za koje je akcija S[q] stacionarna,

08
04a(t) lg(0)=q(t)

—0 (3.9.36)

U okolini ostalih to¢aka brza promjena faze ¢ini da doprinosi integracije iSCezavaju u relativnom smislu. Za ilustraciju
ovih tvrdnji posluzit ¢e nam sljedeci primjer s jednodimenzionalnom integracijom.
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Vjezba 3.9.1: Aproksimacija stacionarne faze.

Razmotrite sljedeéi integral
I= / dz ex/ (@) (3.9.37)

gdje je f(x) glatka funkcija, koja se naziva fazna funkcija (ili samo faza), koja posjeduje samo jedan lokalni ekstrem
smjeSten u x = x.. Zanima nas situacija u kojoj je A < 1 tako da moZemo razmotriti perturbativni razvoj po .
Pretpostavimo da Zelimo izracunati doprinos integrala u maloj okolini neke proizvoljne tocke xg. U tom slucaju
mozemo razviti f(x) u Taylorov red oko xp. Dobijamo

] 1
I= /da: exp [; <f(xo) + f'(zo)(x — z0) + §f//(330)($ —z0)% +.. )} (3.9.38)
Ukoliko je f'(x¢) # 0 moZemo izraz aproksimirati s:
I~ eif(w@/dxeif/(“o)(x—fo) ~ edfao) A / dy % (3.9.39)
f/(l'o) —o0

Integral u gornjem izrazu nije dobro definiran no ocito je po apsolutnoj vrijednosti reda veli¢ine 1. Vidimo da je
doprinos potisnut s faktorom A. No, gornji rezultat ne vrijedi u slucaju kad je f/(zo) = 0, tj. kad je 9 = z, to¢ka u
kojoj je faza f(x) stacionarna. U tom slucaju vrijedi

% gl i )\ > 4
I ~ ex/f(@e) /da: eanf"(@e)(@z—we)® o5 f(xe) /|f”(xc)| /_Oo dy i (3.9.40)

Vidimo da je sada potisnuée "samo" s faktorom A!/2, to zna¢i da doprinos oko ekstrema dominira u limesu A — 0.
Sve skupa moZemo pisati

TA
|7 ()|

Poanta ove male demonstracije je da u limesu A — 0 glavni doprinos integrala dolazi iz okoline toc¢ke u kojoj je faza
stacionarna. Stoga se razvoj (3.9.41) naziva aproksimacija stacionarne faze.

N|=

I = eif(ﬁl%)

[(1 +i)+ 0 )} (3.9.41)

Uodite da je jednazba (3.9.36) u stvari Euler-Lagrangeova jednazba, §to garantira da je ¢.(¢) klasi¢no rjeSenje,
odnosno rjesenje u klasi¢nom opisu sustava, za dane rubne uvjete. MoZemo zakljuciti:

U svim situacijama u kojima relevantan doprinos amplitudi vjerojatnosti (3.9.35) dolazi iskljucivo od klasi¢nih
staza za koje je S[q(t)] > h, doprinos kvantnoj amplitudi dolazit ¢e od dijelova funkcijskog prostora koji se
nalaze neposredno uz staze g.(t) koje su klasi¢na rjeSenje za dane rubne uvjete.

Za genericke rubne uvjete obi¢no postoji samo jedno klasi¢no rjeSenje, no postoje specifiCne situacije u kojima
postoji vise klasi¢nih trajektorija s jednakim lagranZijanskim rubnim uvjetima. U takvim situacijama sustav moZe
pokazivati kvantno ponasanje ¢ak i kad je ispunjen uvjet S[q(t)] > h, a primjer je eksperiment s dvije pukotine.

3.9.3 Integrali po stazama u teoriji polja

U teorijama polja elementarni stupnjevi slobode su opisani (kona¢nim brojem) lokalnih polja ¢(z) = {¢(z)} =
{or(x,0)}, 7 = 1,...,n. Umjesto da ispocetka izvodimo formulu za integral po stazama za polja, naprosto ¢emo
upotrijebiti rezultat koji smo izveli u kvantnoj mehanici i analogiju po kojoj prostorne koordinate x shvatimo kao
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dio indeksa a u generaliziranim koordinatama. PoSto je x kontinuirani vektor, mozemo pretpostaviti da radimo na
prostornoj reSetki x; = Aj, gdje sukomponente od j cijeli brojevi a A je konstanta reSetke. Na kraju rauna napravimo
kontinuumski limes tako da pustimo A — 0.

Primjenom ove logike dobijamo da formula (3.9.34) u slucaju teorije polja s hamiltonijanom kvadraticnim u
kanonskim impulsima prelazi u:

(@Dt T{O1(21) - - Onr(ar) oD 1) = N/ Do O (1) -+ Opr(xy) 50 (3.9.42)
gdje su o J(x), J =1,..., M, neki lokalni operatori, dok su akcija i rubni uvjeti za polja po kojima se integrira dani
s:

tr 4
sl = [t [Pxeo@no0me) L s =o)L axt) o) (3943
t;

Mjera integracije je sada
/ ¢ atlinmlino/l:[nl;[/ ¢r (X5, 1) (3.9.44)

dok je konstantni koeficijent N singularno definirana veli¢ina pa uopée ne¢emo trositi prostor i papir za njen eks-
plicitni oblik. Ponovo éemo pretpostaviti da se funkcionalnoj integraciji moZe pridjeliti matematic¢ki smisao, a to¢ne
normalizacijske koeficijente ¢emo u praksi dobiti dijeljenjem s nekom poznatom veli¢inom.

U izrazu (3.9.42) stanja |¢; t) su svojstvena stanja kvantnih polja

O (x, 1) |5 t) = ¢ (x)| 3 1) (3.9.45)

U prakti¢nim rac¢unima u kvantnim teorijama polja nas vrlo rijetko zanimaju matri¢ni elementi sa svojstvenim
stanjima polja. U stvari, kao u slucaju racuna S-matrice, naj¢es$ée je dovoljno znati vakuumske matri¢ne elemente
vremenski uredenih produkata polja, na nacin da je {;, — —oo ity — oo. Ovi se mogu dobiti iz (3.9.42) tako da
ubacimo relacije kompletnosti na nacin

(QT{O1(21) -+ Onr(ar) }2)

=Y ) (Q]¢;00)(¢; 00|T{O1 (1) - - - Oy (war) |0 —00) (" —00| ) (3.9.46)
¢ "

gdje oznake suma simboliziraju funkcionalne integracije po konfiguracijskom prostoru polja {¢,(x)}. Za matri¢ni
element u sredini (koji sadrZi produkt operatore) se ocito moZe koristiti (3.9.42)-(3.9.43), uz identifikaciju ) (x) —
¢'(x)it; = —oo, te ¢V)(x) — ¢/(x) ity — oo. U stvari, "suma" (tj. funkcionalnih integracija) u gornjem
izrazu se moZemo rijesiti tako da prilikom koriStenja (3.9.42) pretpostavimo da polja u integraciji po stazama vise ne
zadovoljavaju rubne uvjete ¢(x, —o00) = ¢ (x) i p(x,00) = ¢'(x), veé su polja u t = +00 neodredena. Rezultat je

(QT{O1(x1) - Opr () ) = N / Dp Oy (1) - - - Opr(zr) €19 (Qp; 00) (95 —00|Q)  (3.9.47)
gdje sad vise ne pretpostavljamo nikakve posebne rubne uvjete na ¢(xr) ut = £oo. Ostaje nam izraCunati dva
matri¢na elementa izmedu vakuuma i svojstvenih stanja od ¢ u ¢ = +oo. Posto je racun relativno dug, a konacni

rezultat jednostavan, napisat ¢emo odmah rezultat, a izvod ostaviti za sljedecu vjeZzbu. U slucaju skalarnog polja
rezultat je

(Ql¢'; 00)(¢; —00|Q) = IN'|* lim_exp (-; / o / dy / _dExY) (% 1) 6(v, 1) ef't') (3.9.48)
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gdje je

cxv)— [ LP ivx—y) (3.9.49)
(x,¥) Gn) e Wp 9.

Naivno se ¢ini da je rezultat konstantan u limesu € — 07, §to bi znacilo irelevantan, jer ukupni konstantni faktor u
(3.9.47) ionako u praksi ne ratunamo nego odredujemo iz neke poznate veli¢ine, npr. (©2|Q2) = 1. No, to nije u pot-
punosti tako jer infinitezimalan € moZe biti vaZzan u odredivanju konture integracije kad ova prolazi kroz singularitet.
Uvrstavanje (3.9.48) u (3.9.47) daje

<Q’T{@1($1) L @M(xM)}|Q> = l_lgl+ ./\[/// D¢ 01(.%1) s (’)M(xM) ei(S[¢]+“ie—élanovi”) (3.9.50)

gdje je N = N|N']2. Doprinos eksponenta u (3.9.48) skraéeno smo oznadili "ie-Clanovi" iz razloga $to je jedini
ucinak ovih ¢lanova da odreduju nacin zaobilaZenje polova u nekim integracijama. kao $to ¢emo uskoro vidjeti, jedan
primjer ovog ucinka je i€ prijepis u definiciji Feynmanovih propagatora. Vidjet ¢emo da je, kao posljedica Cinjenice da
je u relativistickim teorijama polja wp > 0, ucinak "ie-Clanova" na odredeni nacin univerzalan.>? Radi preglednosti
formula i kratkoée zapisa, u pravilu ne¢emo eksplicitno pisati "ie-Clanove" u integralima po stazama, no oni ¢e se
uvijek podrazumijevati (kao i limes € — 0T).

Normalizacijski faktor N/ se moZe izraziti na sljedeéi nacin

-1
1 =(Q|Q) :N”/ngeism — N = (/D¢ei5[¢]> (3.9.51)

$to uvrsteno u (3.9.50) konacno daje formulu iz uvoda (3.9.1).

Vjezba 3.9.2: Izvedite formule (3.9.48)-(3.9.49).

Kao §to smo argumentirali u odjeljku 3.7.1, u asimptotskim reZimima ¢ — oo matricni elementi se ponasaju kao
da nema medudjelovanja, §to znaci da se polja ponaSaju kao da su slobodna. To pak znaci da moZemo pisati

3
lim @(z) = / _dp (ap(:too) e 4 g (do0)t eip'x) (3.9.52)

t—=4o0 (271’)3‘ /2wp

dok za pridruzeni kanonski impuls polja ¢ dan istom formulom kao za slobodno polje

(3.9.53)

li i = 1
Jim 7(z) = lim —o

gdje su ap(o0) = ag)ut) iap(—o00) = agn) operatori ponistenja u asimptotskim prostorima ulaznih i izlaznih stanja

koji zadovoljavaju standardne komutacijske relacije operatora stvaranja i poniStenja. Koriste¢i formulu (3.2.12) i
ap(£o0) Q) =0 (3.9.54)

dobijamo

0 = (p(x); oo /dgx e X [i7(z) + wp P(2)]|2)

B Postoje teorije polja u kojima wp # +/p? + m2 i nije pozitivan za svaki p. Jedan primjer su neke nerelativisti¢ke teorije. Drugi primjer
su relativistiCke teorije u kojima neka od fundamentalnih polja ne stvaraju Cestice u asimptotskom prostoru stanja, $to se moZe dogoditi u

teorijama u kojima postoji zatoCenje (eng. confinement). U takvim situacijama treba biti oprezan s primjenom "i€" prijepisa u propagatorima
pripadnih polja.
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Ako sad upotrijebimo Cinjenicu da kanonski impuls djeluje na valnu funkciju u koordinatnoj bazi na na¢in 7 (x) —
—1i0/0p(x), gdje je varijacija definirana u fiksnom trenutku vremena ¢, dolazimo do formule

0= / d3x e P [ &p(zx) + wp go(x)} (p(x); £00[92) (3.9.55)

Ovu formulu moZemo shvatiti kako funkcionalnu diferencijanu jednadZzbu za matri¢ni element. Iz oblika jednazbe se
da naslutiti da rjeSenje ima Gaussovski oblik

(ol koxls) = A exp |~ [ [Py eey) o o) (3:9.56)
gdje funkciju £(x,y) i konstantu A/ tek treba odrediti. UvrStavanjem u (3.9.55) dobijamo
0= / d’x e P { / Iy E(x,y) ¢(y) — wp w(X)}
iz Cega slijedi
/d3x e PXE(x,y) = Wp e~PYy (3.9.57)

RjeSenje ove jednadZbe se dobije invertiranjem Fourierovog integrala. Rezultat je

Bp
Ex,y) = / (27T1;’3e P (=y) (3.9.58)

Sto je upravo (3.9.49). Konstanta N/ se moZe dobiti iz zahtjeva normalizacije matri¢nog elementa, no neCemo se time
gnjaviti jer nas ukupna konstanta nece zanimati. Primjenom (3.9.58) dobijamo

1 . .
(Q¢'; 00)(¢"; —00|2) = [N exp (—2/d5></d‘5y5(x,y) [/ (%) ¢'(v) + ¢"(x) w”(y)]) (3.9.59)
Posto su ¢/ (x) = ¢(00,x) i ¢ (x) = ¢(—00, x), primjenom matemati¢kog identiteta

f(00) + f(—o0) = lim € / Tt F(t) e (3.9.60)

e—=0t  J_
(koji vrijedi za bilo koju glatku funkciju) na f(t) = ¢(t,x) ¢(t,y) u (3.9.59) dobijamo za kona¢ni rezultat upravo
jednazbu (3.9.48). Time smo u potpunosti rijesili zadatak.

Za kraj, par komentara na rezultat (3.9.58). Za pocetak, za x # y integral u (3.9.58) se moze izraziti pomocéu
Hankelove funkcije na nacin

m d (1
f0¥) = e (3 Kalmn) L r=k-y]

Nadalje, Gaussovski oblik matri¢nog elementa u (3.9.58) nije iznenadujuci. Naime, u slu¢aju obi¢nog jednodimenzi-
onalnog harmonickog oscilatora valna funkcija osnovnog stanja je dana s

22

(ql0) = Nie™ =

gdje je N7 konstanta. Posto je slobodno skalarno polje (beskonalna) kolekcija harmonickih oscilatora, mogli smo
odmabh pretpostaviti Gaussovski oblik valne funkcije.
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3.9.4 Konvergencija i produljenje u euklidsko vrijeme

Gledajudi kako su integrali po stazama definirani, Citatelj, pogotovo ako je jako matematicki orijentiran, moZe biti
skeptican po pitanju konvergencije. U tu svrhu razmotrimo najprije slobodno skalarno polje. Nije teSko pokazati da u
vodeéem redu u € dobijamo

QT{.. .3
= lim /\/”/m ) exp [/d4 /d3 / ds P (x= y)¢(y,x0)(Dx+m2iewp)go(x)}

e—0t

gdje u vodeéem redu u e mozemo koristiti e/l — 1. Takoder, za ¢ — 0" moZemo ewp zamijeniti s € (bitno je da je
wp > 0 pa ne mijenja predznak od €). U tom sluCaju integracije po p i y postaju trivijalne i dobijamo

(QUTE ) = T N7 [ Do) exp| =5 [ dteplo)@+m2 - ie)pla)

2
= lim N / Do (... exp[ 5 / dz o(x )(D+m2)<p(x)] exp [—; / d4xcp(x)2] (3.9.61)

e—07t
U drugoj jednakosti smo izvukli zasebno ze-Clan kako bi njegov ucinak bio jasnije vidljiv. Bez njega, podintegralni
funkcional je oscilirajuéi i stoga ne djeluje konvergentno, no ie-Clan daje eksponencijalno guSenje koje ocito Cini
integral konvergentnijim. U stvari, pokazuje se da je integral po stazi za slobodna polja potpuno konvergentan upravo
zahvaljujuéi ie-Clanovima. Sad je o&ito zasto je limit € — 0T, a ne ¢ — 0~ §to bi vodilo na eksponencijalnu diver-
genciju podintegralne funkcije. Ovo opaZanje se moZe upotrijebiti kao mnemotehnicki trik za odredivanje ispravnog
predznaka za e €lan u slucaju polja viseg spina. Stoga istaknimo jo$ jednom:

U integralu po stazama jedna uloga ze-Clanova je da poboljSavaju konvergenciju.

Kao $to ¢emo uskoro vidjeti, druga klju¢na uloga je da osiguravaju kauzalnost.

Kakva je situacija u slucaju interagirajucih teorija? Na Zalost, ie-prijepis nije dovoljan da garantira konvergentnost
integrala po stazama. U stvari, za sada je dokazano samo to da integral po stazama postoji (u matematickom smislu) za
slobodne i neke jednostavne kvantne teorije polja u dvije i tri prostorno-vremenske dimenzije. Ovo nije problem ove
metode, jer bez obzira koju metodu kvantizacije koristili mi jo$ uvijek nismo ni za jednu interagirajué¢u kvantnu
teoriju polja u Cetiri ili viSe prostorno-vremenskih dimenzija dokazali da postoji u matematickom smislu. To je
razlog zaSto se moZe reci da jo$ uvijek ne znamo dovoljno o kvantnim teorijama polja i zasto je njihovo istraZivanje i
dalje u fokusu teorijske fizike.

Promatrajuci gornju formulu mogla bi nam pasti na pamet sljedeca ideja. Pretpostavimo da je mogude proSiriti
podrucje definicije vremena s realnih na kompleksne brojeve i da su 7T-uredene tockaste funkcije (definirane pomocu
integrala po stazama) analiticke funkcije kompleksnog vremena izuzev odredenog broja tockastih singulariteta i re-
zova grananja (eng. branch cuts). To bi nam omogucilo da moZemo deformirati i pomicati "liniju vremena" s realne
osi u kompleksnu ravninu sve dok ne prelazimo preko singulariteta. Pretpostavimo da su polovi tako postavljeni da
smijemo napraviti rotaciju vremenske osi za kut 77/2 i tako ju pomaknemo na imaginarnu os, t — —itg, gdje je tg
realna varijabla. Ova rotacija se naziva Wickova rotacija, a tg, iz razloga kojeg ¢emo ubrzo objasniti, euklidsko
vrijeme. Posljedica Wickove rotacije je da integral po stazama poprima oblik

/ Do (...)e rll (3.9.62)

gdje se Sg naziva euklidska akcija. Kvantna teorija polja definirana u euklidskom vremenu naziva se euklidska
kvantna teorija polja.
Na primjer, za realno skalarno polje opisano lagranzijanom (2.2.7) dobijamo da je Sg dan s:

2
m
+ — % + Vi ()

1 . 1
Sely] = /d433E Lg , Lp= 5(4,0)2 + §(V<p)2 5
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gdje sada derivacije i integracije ukljucuju euklidsko vrijeme tg:

L 9%

— d*zp = dtp d®
(p atE ) xE E X

Uocite da je S pozitivno definitan funkcional, i to u pravilu vrijedi za sve relativistiCke teorije. Iz toga moZemo
zakljuciti sljedece:

[ Integral po stazama u euklidskom vremenu je konvergentniji od onog u lorentzovskom vremenu.

NasSe poznavanje relativistiCkih kvantnih teorija polja ukazuje da su gore navedene pretpostavke tocne i da su
analiticko produljenje i Wickova rotacija valjane procedure. Iz tog razloga se u praksi vrlo Cesto racuni i teorijske
analize izvode u euklidskom vremenu, a na koncu se konacni rezultat Wick odrotira nazad u lorentzovsko vrijeme,
tg — it.

Red je da objasnimo pridjev "euklidsko". Obratite paznju da nakon Wickove rotacije skalarni produkt postaje

2 _ 42 _ 42

-x° — —ISQE—X2

T = —x%

gdje je %, = dt? + x? standardni skalarni produkt vektora u 4-dimenzionalnom euklidskom prostoru. Uko-
liko Wickovu rotaciju konzistentno primjenimo na sve Lorentz vektore i tenzore, nakon rotacije efekt je da metrika
Minkowskog prijede u euklidsku metriku. SaZeto receno:

[ Euklidska teorija polja je definirana na euklidskom prostor-vremenu.

Ta tvrdnja ukljucuje i prostorno-vremenske simetrije, §to znaci da euklidska relativisticka kvantna teorija polja u
4-dimenzionalnom prostor-vremenu umjesto prave Lorentzove grupe simetrije SO(1,3)" posjeduje grupu simetrija
euklidskog prostora, tj. grupu rotacija SO(4). Napomenimo da u euklidskom prostoru simetrije ne ¢uvaju vremensko
uredenje 7', pa ono nije relevantno za definiciju korelatora.

Jedna od kljuénih posljedica Wickove rotacije, koja ¢ini raCune (posebno one s petljama) spretnijima, je da konture
integracije viSe ne prelaze preko polova pa u euklidskoj formulaciji moZemo zaboraviti na 7e-¢lanove. Kao primjer,
razmotrimo 2-toCkasti korelator za slobodno realno skalarno polje:

d4k eikE'(IE—yE)
Oletre) o)) = [ o o

gdje smo, naravno, osim vremena ¢ Wick rotirali k0 — —i k% pa stoga - sada oznacava euklidski skalarni produkt
zp - kg = xOEk% + 22:1 2/ k7. Vidimo dvije prednosti euklidskog racuna: (1) integracija viSe ne ide preko pola
podintegralne funkcije pa ie clan moZemo zanemariti, (2) moZemo uvesti standardne polarne (sferne) koordinate $to
znatno olakSava racun i analizu.

3.10 Funkcionalne metode*
Integracija po stazama je jedan primjer funkcionalne metode, koje su vrlo vazne za napredno razumijevanje kvantnih

teorija polja. U ovom poglavlju ¢emo razmotriti neke druge koje su podjednako vazne. Usput éemo pokazati prakti¢nu
spretnost primjene integrala po stazama.
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3.10.1 Funkcional izvodnik

Posto skup svih T-uredenih korelacijskih funkcija sadrZi potpunu informaciju o danoj kvantnoj teoriji polja, pokazuje
se spretnim definirati pripadni funkcional izvodnik

Z[J) = (@1 {exp (iz / d' @(w)Jr(x)) } )
DD / dizy- Y / A4 Ty (1) -+ T () (@ T{r (21) -+ Dy (22)}Q) (B10.1)
n=0 Tn

gdje smo s gg(a;) = {qgr (x)} oznadili fundamentalna kvantna polja u teoriji, za koja smo definirali pridruZene klasi¢ne
struje (ili izvore, kako se katkada nazivaju) J(z) = {J-(z)}. Vidimo da je Z[J] (nelokalni) funkcional na prostoru
struja. Iz (3.10.1) slijedi da se korelacijske funkcije dobiju iz Z na sljedeci nacin:

5" Z[J]

Q| T{¢ Q) = (—i)" 3.10.2
OUT (1) - b (o)) = (<) 7S =5 s | (3.102)
gdje su 0/6.J,(x) funkcionalne derivacije koje smo definirali u odjeljku (2.2.2). Takoder je o€ito da vrijedi
Z0] =(Q|Q) =1
Nije lose ponovo istaknuti:
Poznavanje funkcionala izvodnika Z[J] jednako je potpunom poznavanju, tj. rjeSenju, dane teorije.
Integral po stazama je vrlo spretan za rad s funkcionalom izvodnikom. Iz (3.9.50) i (3.10.1) ocito slijedi
Z[J] =N / D¢ exp [i(S[¢] +) / d*z J.(z) dr(z) + “ie—élanovi”) (3.10.3)
T

Normalizacijska konstanta A je dana u (3.9.51), no u praksi ju je nepotrebno nezavisno raunati. Najjednostavniji
nacin za ra¢unanje ukupnog konstantnog faktora u kona¢nom rezultatu za Z|[.J] je primjenom Z[0] = 1.

3.10.2 RjeSenje za slobodno realno skalarno polje

Eleganciju primjene funkcionalnih metoda demonstrirat ¢emo na primjeru rjesavanja teorije slobodnog realnog ska-
larnog polja. Lagranzijan je u ovom slucaju dan s
Lo = 1 ) 3u 2, 271 1 0 2 1 . ..
0=5 [( L) (O p) —m” } = —igo( + m?)p + (totalna derivacija)
gdje smo drugu jednakost dobili parcijalnom integracijom (totalnu derivaciju u lagranZijanu kao i obi¢no mozemo
odbaciti jer je nebitna). UvrStavanje akcije u (3.10.3) daje

ZolJ] = lim A" / Dy exp{—i / die [1@(33)(5 +m? — ie)p(x) + J(2) go(x)} }

e—0t 2

gdje smo upotrijebili rezultat za oblik je-Clanova iz odjeljka 3.9.4. PoSto je O linearni operator na prostoru funkcija
J(x), ocito je da smo suoceni s Gaussovskim funkcionalnim integralom za koji mozemo koristiti formulu (3.9.6), uz
identifikaciju A = i(0 + m? — i¢). Rezultat je:

ZolJ] = lim N exp [—l/d‘li(a})(A_lJ)(x)} (3.10.4)

e—0t 2
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gdje smo konstantni faktor iz (3.9.6), koji sadrZi i determinantu operatora A, utrpali u konstantu A/’ koju ¢emo odrediti
na kraju balade. Inverz operatora A je odreden s

(0 + m? — ie)Ail(x,y) = 54(33 )

Ovo je fakticki (do na faktor —) ista jednadzba kao za Greenovu funkciju (ili propagator) skalarnog polja, pa moZemo
prepisati rezultat:

dip €@y
At = = Dp(z — 3.10.5
@) =i [ e = Dre =) (3.10.5)
gdje je D Feynmanov propagator skalarnog polja (3.7.18). Vidimo da se ¢e-Clanovi iz integrala po stazama automat-
ski brinu o nacinu kako se zaobilaze polovi u integraciji. Uvrstavanje ovog rezultata u (3.10.4) i primjena Zy[0] = 1
(3to daje N = 1) vodi na konacni rezultat za funkcional izvodnik slobodnog realnog skalarnog polja:

ZolJ] = lim exp [—; / d*ax / d*y J(y) Dp(x —y) J(x)] (3.10.6)

e—0t

gdje je A~1(x,y) dan u (3.10.5). Time smo u potpunosti rijesili kvantnu teoriju slobodnog skalarnog polja.
Za vjezbu, a ujedno i provjeru, izraCunat ¢emo 2-tockastu korelacijsku funkciju koriste¢i funkcional izvodnik.
Uvrstavanje (3.10.6) u (3.10.2) za slucaj n = 2 daje

= Dp(x —y)

2
QI T{p(x) ¢(y)}Q) = (—i)® 5J(6 o J=0

$to je jednako izrazu (3.7.18) koji smo dobili u kanonskoj kvantizaciji.
Kako bi stekli predodzbu o spretnosti i eleganciji funkcionalnih metoda, razmotrite sljedeéi zadatak.

Zadatak 3.10.1: Koristeci izraz (3.10.6) za funkcional izvodnik izracunajte T-uredenu 4-tockastu funkciju

(Q T{@(z1) p(x2) p(w3) P(x) }Y)

za slobodno realno skalarno polje. PokaZite da je dobijeni rezultat jednak onom koji smo dobili koriste¢i kanonsku
kvantizaciju, a koji je dan u (3.8.10).

Naputak: Obratite paZnju da se za ovaj racun moZe vrlo spretno iskoristiti formula (3.9.14) i fakti¢ki napisati rjeSenje
gotovo bez racunanja, jer je jednadzba (3.10.2) sli¢na (3.9.11). (Oprez: Budite pazljivi pri izraCunavanju konstantnog
faktora.)

3.10.3 Feynmanova pravila pomocu integrala po stazama

Primjena integrala po stazama u pravilu bitno pojednostavljuje izvod Feynmanovih pravila. Uocite prvo da ako akciju
napiSemo kao

sm:&m+&m#/MMQM+%mn (3.10.7)

gdje je Sy akcija slobodne teorije (za koju znamo egzaktno rijesiti teoriju), a Siy je interakcijski dio akcije, tada iz
(3.10.3) slijedi

[ Do eiSmldl+i [ d3(@)6(0) gisold
B f ,D(b eiSint [¢] €ZSO[¢]

Z[J] (3.10.8)
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Desnu stranu gornje jednakosti smo napisali u obliku iz kojeg je jasno da ga moZemo shvatiti kao da se radi o
vremenski uredenim produktima slobodnih polja ¢g(x) i exp(iSint[do]). U stvari, Taylorov razvoj po J daje

O T{¢o(x1) - - - do() eSmtlool 1 |0)
<()‘ T{eismt [¢0] } ‘O>

(QT{p(z1) - P(an) }[Q) = (3.10.9)
Sto je Gell-Mann-Low formula (3.8.28), za izvod koje smo se morali bitno viSe namuciti u formalizmu kanonske
kvantizacije.

Proceduru za dobijanje Feymanovih pravila direktno iz integrala po stazama prikazat ¢emo na nasem standardnom
primjeru realnog skalarnog polja s kubnim samodjelovanjem, gdje su:

1 m?
Lo=50) =5 ¢+ Lm=5¢ (3.10.10)

Uvrstavanje u (3.10.8) i razvoj po konstanti vezanja g daje

O Via\" (—i)3n 2 3
Z1J] =Zo[J]+z_:1 (;{) ( n? Hl/d“:cj SJ?;S;’ (3.10.11)

Uvrstavanjem funkcionala izvodnika za slobodno polje (3.10.6) i uz malo kombinatoric¢kih vjestina nije tesko us-
tanoviti da se perturbativni razvoj vremenski uredenih korelacijskih funkcija moze napisati pomoéu Feynmanovih
dijagrama i pripadnih pravila koje smo kompliciranijim racunom (koriste¢i formalizam kanonske kvantizacije) dobili
u odjeljku 3.8. Ovdje joS jednom vidimo superiornost integracije po stazama u odnosu na kanonsku kvantiza-
ciju.

3.10.4 Schwinger—-Dysonova diferencijalna jednadzba

U odjeljku (3.8.1) pokazali smo da vremenski uredene korelacijske funkcije elementarnih polja zadovoljavaju Schwin-
ger—Dysonove jednadZzbe. Sad ¢emo pokazati kako se ovaj rezultat moZe elegantno izvesti pomocdu integrala po
stazama i efikasno zapisati pomocu funkcionala izvodnika. Ponovo pretpostavljamo da se lagranZijan teorije moZe
razdvojiti u slobodni i interagirajuci dio

LIg) = Lold] + Lucld] . Lols] = —56De0

gdje smo iskoristili ¢injenicu da je slobodni lagranZijan kvadrati€an u poljima. D, je diferencijalni operator (po
koordinatama x) koji je u sluaju realnog skalarnog polja dan s D, = O +m?. Sada éemo napraviti redefiniciju polja
o(x) = ¢(x) + e(x) gdje je e(x) fiksna ali proizvoljna funkcija za koju ¢emo uzeti da je infinitezimalna. OCito je da
po konstrukciji Z[.J] ostaje nepromijenjen nakon redefinicija polja, Z[J] — Z|[.J], pa mozemo pisati

1
201=N [Doexp i [ata (<50 +ADu(6+ 9+ Luslo 42l 4 S0+ )]
Posto se unutar integrala po stazama radi o obi¢noj "translaciji" varijable integracije, slijedi D¢ — D¢ i to smo
iskoristili u gornjoj formuli. Razvoj gornje formule po £(z) daje

5£int
6¢(x)

Posto je prvi ¢lan s desne strane gornje jednakosti (onaj koji dolazi od 1 u uglatoj zagradi) jednak Z[.J], a pored toga
jednakost vrijedi za proizvoljnu konfiguraciju polja ¢, slijedi da mora vrijediti

D, /D(;S o(z) et J(L+Te) _ /D(b(if(i;t) ol J(L+Te) L J(z) /D¢ ot J(L+T9)

Z|J] :N/meif(ﬁ“@ [1 +/d4xa(x) <—D$¢(x) + + J(a:)> +0(52)}
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Primjenom definicije za Z[.J], gornji izraz se moze napisati u kompaktnoj formi kao

D, gf ([i % _ {cgm [—15(]5(33)} + J(w)} Z1] (3.10.12)

gdje L .[—id/6J(x)] znadi da prvo Lin[¢] funkcionalno deriviramo po ¢, a onda potom u dobiveni rezultat
napravimo supstituciju ¢(x) — —id/dJ(x). Gornja jednadzba se naziva Schwinger-Dysonova diferencijalna jed-
nadzba. Nije teSko provjeriti da razvoj (3.10.12) po J(x) (i uvritavanje D, = O + m? za realno skalarno polje)
vodi na Schwinger—Dysonove jednadzbe za vremenski uredene korelacijske funkcije (3.8.8). Na taj nacin ekspli-
citno vidimo kako integral po stazama, iako sadrZi samo klasi¢na polja u svojoj definiciji, generira kontaktne ¢lanove
(proporcionalne £) koji su Cisti kvantni doprinosi pa ne postoje u klasi¢noj teoriji.

Uodite sljedece:

Kada bi bili u stanju rijesiti Schwinger—Dysonovu diferencijalnu jednadZbu za danu teoriju (opisanu klasi¢nim
lagranzijanom £) to bi znacilo da smo u potpunosti rijesili tu teoriju, tj. mogli bi (na stranu mogucih Cisto
tehnickih barijera) izracunati egzaktnu S-matricu i sva druga fizikalna svojstva i veliCine dane teorije.

Iako se za netrivijalne interagirajuce teorije egzaktno rjeSavanje Schwinger—Dysonove diferencijalne jednadZbe
pokazuje kao pretezZak problem, jednadZba ima vaZnu primjenu u nekim pristupima proucavanja kvantnih teorija polja.

3.10.5 Kbvantna efektivna akcija

Vratimo se sada na samu definiciju funkcionala izvodnika Z[J], danu u (3.10.1). Ona nam kaZe da pored funkci-
onala izvodnika Z[.J] ima (barem) jo$ jednu interpretaciju — ukoliko pretpostavimo da kvantna teorija polja, opisana
lagranzijanom L[¢], medudjeluje s (fiksnim) klasi¢nim vanjskim izvorima J,(z) na nacin da je lagranZijan dan s
L[¢] + >, ¢rJr, moZemo zakljuciti da je Z[.J] amplituda prijelaza iz vakuuma u t — —oc u vakuum u ¢ — oo, tj.3*

Z[J] = st =00|Q25t = —00); = s(2;0ut|Q;in)

Takoder, ukoliko funkcionalno deriviramo Z[.J] po J, dobijamo vremenski uredene korelacijske funkcije (ili, krace,
T-korelatore) u prisustvu vanjskih izvora J(x)
(—i) 1 AN
ZJ) 0Jp (z1) -+ 0y, (T0)

2 0ut| T{¢y, (1) - br,, (wn) }| Qs in) s
= (J|T ¢p (1) -+ Op, () |]) (3.10.13)

gdje smo u drugoj jednakosti uveli skraéeni oblik zapisa za T-korelatore koji se Gesto koristi u literaturi.®> Koristeéi
jezik Feynmanovih dijagrama, definicija (3.10.1) i gornja interpretacija nam govore da se Z[J] sastoji od svih vaku-
umskih dijagrama (dijagrami bez vanjskih nogu) u prisustvu izvora J(z) = {J,(x)}. Prisustvo izvora o¢ito dodaje
jos§ jednu klasu ¢vorova, koji su u z-prostoru prostoru odredeni s:

- X - i Jo(2) (3.10.14)

U jeziku Feynmanovih dijagrama vidimo da Z[J] moZemo napisati kao

3Sjetite se da smo u odjeljku 3.5 pokazali da vakuumi u ¢ = o0 nisu jednaki ¢ak i u sluaju kad je J (z) # 0 samo u konaénom intervalu
vremena.

30bi¢no se radi ekonomiénosti &ak izbacuje slovo T i vremensko uredenje produkta operatora se implicitno podrazumijeva. No, radi
izbjegavanja moguéih konfuzija, mi éemo ga ipak eksplicitno pisati.
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71,72

x 1 T x2
Z[J] =1 d' = /d4 /d4
=1t X fate i oy 3 [ [t
T3
1 4 4 T 3
+ 3 > /d:vl/dacg/dxg - + (3.10.15)

T r1,r2,rs
T2 X T2
gdje iscrtani mjehuri oznacavaju sve Feynmanove dijagrame (u x-prostoru) s pripadnom strukturom vanjskih nogu za
teoriju s J = 0 (Sto znaci bez ¢vora (3.10.14)), odnosno oznacavaju

(QT{r, (1) I, (@) Q) = (Thr, (21) - b1, () (3.10.16)

Posto je u racunima pomocu Feynmanovih dijagrama dovoljno izraCunati samo doprinos povezanih dijagrama
(doprinos nepovezanih dijagrami se dobije mnoZenjem povezanih poddijagrama), pokazuje se korisnim definirati
funkcional izvodnik za tzv. povezane T-korelatore, koji éemo oznacavati i W[.J], a koji sadrZi sve povezane vakuum-
ske dijagrame u prisustvu izvora J(z). Primjena kombinatorike nam kaze da se ovaj funkcional moze dobiti iz Z[.J]
na jednostavan nain putem sljedeée relacije3®

_ o~ (@(WIDY
Z[J] = W] :NZ—OM (3.10.17)

Povezani T-korelatori u prisustvu izvora J(z) se dobiju iz W[J] putem formule

"W J]
OJp (x1) -0y, (24)

gdje "conn" oznacava da se radi o povezanom (eng. connected) T-korelatoru, tj. da se uzimaju u obzir samo povezani
Feynmanovi dijagrami.
Za provjeru valjanosti (3.10.17)-(3.10.18), razmotrimo 2-tockasti povezani korelator:

y S2W1J| i ) (—i) 6Z[J]
) 5@ onty - Vs (Zm 6J5<y>>
(i &2[] (=) 821J] (~i) 521J]

T Z[J] 6d.(x) - 00(y)  Z[J] 6T, (z) Z[J] 5Js(y) (3.10.19)

Uvrstavanje (3.10.13) u drugi red gornje jednakosti daje
(JIT ¢r(x) s (Y)[)conn = (JIT ¢r(x) ¢s(y)|]) — (J| dr(2)|T) (J|9s(y)]])

Vidimo da kad primjenimo Feynmanove dijagrame drugi ¢lan na desnoj strani jednakosti to¢no odbija doprinos nepo-
vezanih dijagrama u T'-korelatoru, pa desna strana jednakosti ukupno daje povezani T'-korelator, kao $to traZzi lijeva
strana jednakosti.

Koriste¢i Feynmanove dijagrame W [.J] moZemo napisati kao

<J| T¢r1 (ml) e ¢rn (l'n)|t]>conn = (_i)n_l (3.10.18)

<J’ T¢T($) (z)s(y)|J>conn ==

I AR )

T LR 1
iW[J]:HZ/d“xxT :_§+2!Z/d4x1/d4x2x BRI

XX f— 1T X&' To
€3
1 I X T3
4 4 4 £
+ — d*x1 | d*xzo | d*x 35 + - 3.10.20
3! Z 3 71 X 19 ( )
T1,72,73
€2
*Doprinos Feynmanovih dijagrama u Z [J] koji se sastoje od N povezanih poddijagrama, a koji sadrZe (n1, ..., nx) &vorova, je proporci-

onalan faktoru 1/(n1 + - - - + nn)! koji dolazi od Dysonovog razvoja, te faktoru (nq + - - - + nx)!/N! jednakom broju permutacija ¢vorova
gdje ne uraunavamo permutacije koje permutiraju poddijagrame kao cjeline. UmnoZak ova dva faktora daje upravo faktor 1/N! koji se nalazi
u (3.10.17).
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gdje sada unakrsno iskriZani mjehuri oznacavaju doprinose svih povezanih Feynmanovih dijagrama, s odgovaraju¢om
strukturom vanjskih nogu, za teoriju s J = 0, koji su dani s:

Nn— "W [J]
— (_~\n—1
Wrirgem ) = 0 e 6w Lo

Drugim rijeima radi se o T-korelatorima teorije bez vanjskih izvora (J = 0).
Razmotrimo sad vakuumsku oéekivanu vrijednost elementarnog polja ¢, (z) u prisustvu klasi¢nih vanjskih izvora
J(x), koju ¢emo oznaciti s ¢ s, (x):

= (T ¢ry (z1) -+ Or, (Tn))conn  (3.10.21)

Bnl() = 7{(Q; out|d, ()€ in) s i 0Z]J]
S T T out|iny,  Z[J] 6J0(x)
Uvrstavanje (3.10.17) daje
- _oWJ]
dyr(x) = A (3.10.22)

Ovu formulu moZemo invertirati. Definirajmo Jor () kao struje koje putem (3.10.22) vode na neke unaprijed zadane
oCekivane vrijednosti polja ¢(z), tj

() = or(x) ukoliko je Jr(x) = Jgp ()

Tada kvantnu efektivnu akciju I'[¢] definiramo putem Legendreovog transformata na nacin

T[] = W[Js) - ) / d'z or(z) Jor(z) , fr(a) = ;S?/([g » (3.10.23)
r T =Jy

Sad ¢emo pokazati da je kvantna efektivna akcija kvantni analogon klasi¢ne akcije.
U tu svrhu razmotrimo inverz relacije (3.10.22). Funkcionalna derivacija I'[¢] po ¢(z) daje

5T(3) / w ) 6wl / o (@)
- d*z ¢p(x = — Jys(y
sonts) 2= ] P Soty) S|y, ) 5oaty) W
Sto kad iskoristimo desnu jednakost u (3.10.23) daje konacan rezultat

T[¢]
Gl L 3.10.24
5os(y) (1) ( )

To je oCekivana relacija s obzirom da je veza izmedu W[J] i I'[¢] dana Legendreovim transformatom. U dijelu
prostor-vremena u kojem vanjski izvori i§¢ezavaju (3.10.24) postaje

oT[¢]
dos(y)

=0 u podrucju gdje je  Jy(y) =0 (3.10.25)

Jednazbe (3.10.25) i (3.10.24) imaju isti oblik kao klasi¢na Euler-Lagrangeova jednadZba, osim §to se umjesto
klasi¢ne akcije S|[¢] sada pojavljuje kvantna efektivna akcija I'[¢]. Posto su rjeSenja jednadzbe (3.10.25) po definiciji
ocekivane vrijednosti kvantnog polja u vakuumu (u (3.10.24) u prisustvu klasi¢énog vanjskog izvora), a oCekivane
vrijednosti ¢ su pak kvantni analogon klasi¢nog polja ¢, to nam govori da je kvantna efektivna akcija kvantni analogon
klasi¢ne akcije (ili "kvantno popravljena akcija").
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U slu¢aju kad je Jy(z) = 0 u &itavom prostor-vremenu (ukljucujuéi i "beskonacnost"), ¢(z) su ocekivane vri-
jednosti kvantnih polja u odsustvu vanjskih izvora. PoSto je u odsustvu vanjskih izvora teorija obi¢no simetri¢na na
translacije u prostoru i vremenu, to implicira da su oéekivane vrijednosti polja konstantne, ¢(z) = ¢yaec = konst.
Prisjetimo se da smo rekli da ¢emo u pravilu definirati polja tako da je klasi¢ni vakuum dan s ¢ = 0. No, posto kvantni
efekti mogu promijeniti ovo svojstvo, dopustit éemo moguénost da je ¢yac # 0. No, ¢ak i kad je J = 0 neéemo se
ograni¢iti samo na "vakuumsko" rjesenje tyac, veé éemo, kao i u analizama klasi¢nog polja, uzeti u obzir i ostala rje-
Senja (3.10.25) koja zadovoljavaju standardne fizikalne zahtjeve. Ova rjeSenja moZemo interpretirati kao poremecaje
u poljima (poput zracenja) koja stvaraju izvori u "beskonacnosti”, pa ¢emo ih stoga nazivati vanjska polja.

Interpretacija i racunanje kvantne efektivne akcije

Kvantna efektivna akcija je izuzetno vaZan objekt koji ne samo da sadrzi gotovo potpunu informaciju o pripadnoj
kvantnoj teoriji polja, ve¢ se pokazuje koristan u prakticnim raCunima i analizama. PoSto se definiciona jednadZba
(3.10.23) u praksi ne pokazuje spretna za racunanje kvantne efektivne akcije, vazno je razviti tehnike neposrednog
raunanja. S obzirom da smo &esto ograni¢eni na perturbativni racun, bilo bi dobro imati nacin za ra¢unanje I'[¢)]
neposrednom primjenom Feynmanovih dijagrama. Kako to ve¢ biva, tokom ovog razmatranja ¢emo stec¢i dodatno
razumijevanje znacenja kvantne efektivne akcije.

Za pocetak, ako I'[¢] shvatimo kao funkcional izvodnik tako da definiramo pripadne n-tockaste funkcije na na¢in

3"T[¢]
Urirgern (1,00, 2pn) = & — — (3.10.26)
T2 T ( n) 5¢r1 (l’]_) .. 6¢rn ([En) (Ez(ivac
pokazuje se da vrijedi:
Lrirger, (T1, .., xy) s n > 3 su jednocesticno ireducibilni 7-korelatori u odsustvu izvora (J = 0), koji su

sacinjeni od povezanih Feymanovih dijagrama u x-prostoru s n vanjskih nogu koje su amputirane. U slucaju
n =2, s(z,y) je inverz od —W,s(z,y) (u operatorskom smislu).

Jednocesti¢no ireducibilni (eng. one-particle irreducible, pa koristimo kraticu 1PI) 7T'-korelatori sadrZe samo pove-
zane jednocesti¢no ireducibilne Feynmanove dijagrame, tj. dijagrame koji se ne mogu napraviti nepovezanima odstra-
njivanjem samo jedne (bilo koje) linije, u kojima su vanjske noge amputirane (tj. dijagram je pomnoZen s inverzima
svih propagatora koji pripadaju vanjskim nogama). Treba imati u vidu da se Feynmanova pravila konstruiraju pomoéu
polja definiranih u odnosu na vakuum, ¢'(z) = ¢(z) — ¢vac. Skica dokaza je dana u zadatku 3.10.2.

Zbog gornjeg svojstva Cesto se koristi notacija

Fnrz---rn (1'17 SO xn) = <T Qbrl (331) T ¢rn ($n)>1PI (3.10.27)

Vjezba 3.10.2: Dokazite gornju tvrdnju.

Varijacija po J se moZe izraziti pomocu varijacije od ¢ na sljedeéi nacin:

&bs 5 J¢] 5

Prva jednakost je matematicki identitet (pravilo lanca za funkcionalne derivacije), a za dobivanje druge jednakosti
smo upotrijebili (3.10.22).

Uzastopnim deriviranjem desne jednadZbe u (3.10.23) po Jj i primjenom (3.10.28) moZe se dokazati tvrdnja za
svaki n. Demonstrirat éemo ovo na primjeru 2-tockastih i 3-tockastih korelacijskih funcija.
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Ako funkcionalno deriviramo (3.10.24) po Jy, () i primjenimo (3.10.28) dobijamo

PTE EW)
2 | = 5500 ST b = o) (31029

Ova relacija nam govori da je 62I'[}]/d¢s(y) 6¢¢(z) operatorski inverz od —82W [Jy]/8Jst(2) T4 (2), Eime smo
dokazali tvrdnju za n = 2.

Ukoliko dvaput funkcionalno deriviramo desnu jednadZzbu u (3.10.23) po J, pa upotrijebimo (3.10.24) 1 (3.10.28)
moze se dobiti sljedeca jednakost

S3W[J,] . . 4 W[Jy) S*W[Jy]
5J¢7"1 (331) 5‘](257"2( )5‘](]57"3 x3 51252353/(1 . /d v /d v 6J¢>7‘1 xl) 6J¢>S1 (y1> 5‘]@"2 (.%'2) 6J¢>82 <y2)
L PWL FTg
5‘](257"3 ($3) 5‘]¢53 (y3) 5¢s1 (yl) 6¢s2( ) (5(Z)33 (y3)

Ova relacija, promatranu iz perspektive Feynmanovih dijagrama, ima sljedeci graficki prikaz:

x3 x3,73
T3 %

T X1, T1 &
. g ) = o—8J— 1 PI (3.10.30)

2ol £
Z2 2,72

Mjehur s natpisom 1PI oznacava doprinos i6°T'[¢]/8¢s, (y1) 0bs, (y2) ¢4 (y3). 1z ovog grafickog prikaza treba
biti jasno da je:

3°T'[¢] _
55531 (yl) 6&32 (y2) 5(2)53 (y3) B

1PI 3-tockasti T'-korelator, $to je dokaz tvrdnje za slucaj n = 3. Koriste¢i matematicku indukciju i (3.10.28) moZe se
prosiriti dokaz na na n > 3, no mi se ne€emo time baviti.

—i(J| T ¢r, (21) Pry (T2) Pry(23)| ) 1P1 (3.10.31)

Razmotrimo relaciju (3.10.29) izvrijednjenu za J = 0, 0dnosno ¢ = ¢y,.. U tom sluaju ona glasi:
3 / 22T, 2) Wis (5, 5) = — 0y 6 (3 — 1) (3.10.32)

gdje je Wgs(z y) 2-toCkasta korelacijska funkcija (tj propagator) definirana u (3.10.21), dok je Frg(l' z) 2- toékasta

.....

jednazbu u p-prostoru. Ukoliko definiramo na standardni nacin korelatore u p- prostoru na nacin

1 /d4p efip-(:pfz) frﬂ(p)

(2m)*

i sliéno za W, i uvrstimo to u (3.10.32) nakon kradeg racuna dobijamo:

Tpo(,2) = Drgla — 2) =

L 1 .
(271’)4 /d4p€ ip-(x—y) ZFM Wfs = —0ps 54(1’ — y) = —0,s (277-)4 /d4p efzp-(a:—y) (3.10.33)
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1z gornje relacije slijedi

> " Tro(p) Wes(p) = —6,s (3.10.34)
V4

tj. da su Fourierovi transformati matricni inverzi jedan od drugog (do na minus predznak).

Obratite paznju da dokaz skiciran u zadatku 3.10.2, u smislu interpretacije korelatora pomoc¢u Feynmanovih dija-
grama, vrijedi za genericke izvore .J i pripadni ¢, a ne samo za J = 0 i ¢ = @ac. To znaci da interpretaciju danu u
(3.10.26)-(3.10.27) i razvoje po korelatorima moZemo prosiriti na proizvoljan ¢(z). IzraZeno jezikom Feynmanovih
dijagrama, to se moZe saZeto napisati na nacin:

iT[g] = / Dep ¢S9+9l (3.10.35)
1PI

gdje oznaka 1PI kaZe da treba sumirati samo po jednocesti¢no ireducibilnim Feynmanovim dijagramima. Vidimo da
polja ¢(z) igraju ulogu "funkcija vezanja" u konstrukciji ¢vorova za Feynmanova pravila (sli¢no kao §to se ponasaju
konstante vezanja u akciji).

Formulu (3.10.35) moZemo napisati i u sljedeéem obliku®’

08 _ / D iSlo+4]
nlPI

gdje kratica n1PI oznacava sumiranje po svim Feynmanovim dijagramima, povezanim ili ne, Ciji su svi povezani
poddijagrami jednocesti¢no ireducibilni. Kombiniranjem gornje formule i (3.10.20) dolazimo do sljedeceg rezultata:

iWJ] = / D T+ [ & (3.10.36)

povezani
drvasti

gdje se pretpostavlja da se sumira samo po povezanim drvastim Feynmanovim dijagramima dobivenima iz kvantne
efektivne akcije i €lana s izvorima, I'[¢] + [ ¢.J. Doprinosi petlji su u potpunosti sadrZani u kvantnoj efektivnoj
akciji I'[¢]. Ova formula ima vaznu interpretaciju za razumijevanje razvoja po i — posto su drvasti dijagrami povezani
s klasi¢nom fizikom, vidimo da je sva informacija o kvantnim doprinosima sadrzana u kvantnoj efektivnoj akciji.

3.10.6 Efektivni potencijal

Razmatranja iz proslog odjeljka nam govore da kvantna efektivna akcija ima oblik

L[¢] = S[¢] + O(h) (3.10.37)

gdje doprinos dijagrama s ¢ petlji ima faktor /. Vidimo da kvantna efektivna akcija uistinu ima oblik koji o¢ekujemo
od kvantno korigirane akcije. Doduse, kao §to éemo malo kasnije vidjeti, pokazuje se da je u nekim netrivijalnim teori-
jama, npr. onima u kojima klasi¢ni potencijal nije svugdje konveksna funkcija, formula (3.10.37) zahtijeva odredenu
modifikaciju. Racun kvantne efektivne akcije za neke jednostavnije primjere ¢emo napraviti nakon Sto savladamo
osnove teorije renormalizacije, koja je nuZna u ra¢unu. No, odmah éemo napomenuti da su doprinosi petlji u svakom
pojedinom redu u / nelokalni, $to znaci da je kvantna efektivna akcija, za razliku od klasi¢ne akcije S[¢)], nelokalni
funkcional.

Pretpostavimo sada da Zelimo izracunati efektivnu akciju za konstantna vanjska polja ¢(x) = ¢ = konst. U tom

slu¢aju po analogiji s klasicnom akcijom definiramo (kvantni) efektivni potencijal putem relacije

*Koristedi sli¢nu logiku kojom stoji iza formule (3.10.17) i veze izmedu Z[J] i W[J], u smislu Feynmanovih dijagrama.
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[ T[¢] = —ViVeg(¢) za ¢ =konst. (3.10.38) ]

gdje je V4 volumen prostor-vremena. 1z (3.10.37) ocito slijedi da je

Vet (¢) = V(¢) + O(h) (3.10.39)

gdje je V(¢) klasi¢ni potencijal (koji je sastavni dio klasi¢ne akcije).® Efektivni potencijal Veg, sliéno kao kla-
si¢ni potencijal u klasi¢noj teoriji, igra klju¢nu ulogu u odredivanju svojstava vakuuma u kvantnoj teoriji polja.
Razmotrimo to sada detaljnije.

U slucaju kada ne postoje vanjski izvori (J = 0) i sustav je zatvoren (izoliran od vanjskih utjecaja) postoji
simetrija na translacije u prostor-vremenu, x* — x’* + a*. Iz pravila transformacije kvantnih polja na translacije

br(x) — O (x) = U(a)l ¢r(x) U(a) = ¢r(x — a) (3.10.40)
gdje su U(a) operatori translacije u prostor-vremenu ¢ija svojstva su
U(a) =exp(ia” P,) , Ua)! =U(a)™! =U(~a) (3.10.41)
te pretpostavke da ove simetrije nisu slomljene, $to znaci da je vakuum invarijantan na njihovo djelovanje
U(a)|2) = |2) (3.10.42)
dobijamo
ér(w) = (Qér()|Q) = (U ()1, (0)U (2)|2) = (26,(0)[|Q) = -(0) = &, (3.10.43)

Pokazali smo da su oCekivane vrijedn0§ti polja konstante u prostor—vremenu.39 1z (3.10.25) i (3.10.38) slijedi da se
ocekivana vrijednost polja u vakuumu ¢ dobije rjeSavajuci sustav jednadzbi

Vet (6) =0 (3.10.44)

ad;r qg:qgvac

Vidimo da u ovom smislu efektivni potencijal u kvantnoj teoriji polja igra ulogu koju klasi¢ni potencijal igra u klasic-
noj teoriji polja. Za upotpunjenje korespondencije ostaje za pokazati da je Veg(¢vac) jednako energiji vakuuma, $to
je nas sljedeci zadatak.

Energijska interpretacija efektivnog potencijala

Pretpostavimo da Zelimo rijesiti sljedeci problem — pronaci stanje |W4) koje minimizira ofekivanu vrijednost energije

(H)w

; (V|H|P)
(Hygy = ——+" (3.10.45)
(W]w)
gdje je IS{ operator hamiltonijana, podvrgnuto uvjetima da kvantna polja*® (571 (x) imaju zadane ocekivane vrijednosti
jednake ¢, (x), te da su normalizirana na jedinicu, tj.

(|6, (x)|¥)

I =d(x)  , (UW)=1 (3.10.46)

3Veé smo komentirali da relacija (3.10.37), pa stoga ni (3.10.39), nije uvijek istinita. Na kraju odjeljka éemo se vratiti na ovo pitanje.

%Na isti na¢in se pokazuje da u relativisti¢kim teorijama polja u kojima je Poincaréove simetrija neslomljena, samo skalarna polja, tj. spin-0
polja, mogu imati nei$¢ezavajuce vakuumske ocekivane vrijednosti.

“0U ovom odjeljku iznimno koristimo Schrédingerovu sliku.
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Naucili ste (npr. na kursu iz statisticke mehanike) da se ovakvi problemi traZzenja ekstrema u prisustvu uvjeta spretno
rjeSavaju metodom Lagrangeovih multiplikatora, tako da se minimizira veli¢ina

(V) — a U0 = 3 [ dx () (010 )
T
bez postavljanja uvjeta na |¥). Parametri v i 3,(x) su Lagrangeovi multiplikatori. Ovo daje

H[Wy) = ag|Wy) + / A% B (%) (%) T ) (3.10.47)

Multiplikatori ai i B4-(x) se odrede iz uvjeta (3.10.46), $to znadi da funkcionalno ovise o ¢, (x).

No, kakve ovo ima veze s efektivnim potencijalom? Da bi to shvatili, pretpostavimo da teorija medudjeluje s
vanjskim izvorima J(z) koji zadovoljavaju J(x,t) — 0 zat — oo i koji su adijabatski dovedeni do vrijednosti
J (x) koja se odrzava konstantnom tijekom vremenskog intervala 7', te potom adijabatski iskljuceni (na nacin vre-
menski inverzan od ukljucenja). Ukoliko je sustav u ¢ = —oo bio u "in" vakuumu (vakuum teorije s J = 0), uc¢inak
ovakve perturbacije vanjskim izvorom je da "in" vakuum (tijekom ukljucenja izvora) adijabatski prevede u stanje opi-
sano (normaliziranim) vektorom u Hilbertovom prostoru |V 7) u kojem provede vremenski interval 7', nakon kojeg
se sustav adijabatski prede u "out" stanje (tijekom iskljucenja izvora). Koristeci adijabatsku aproksimaciju mozemo
pretpostaviti da je stanje ¥ 7, u kojem sustav "boravi" tijekom intervala 7', vakuum teorije u prisustvu vremenski
konstantnog izvora 7 (x), ¢iju ¢emo pripadnu svojstvenu vrijednost energije oznaciti s E[J] (koja je funkcional od

J (%)) 4.

HJ)| W) = [ﬁf— S [ Ex.606 00| 12g) = ELT) ) (3.10.48)

Sli¢nost izmedu (3.10.47) i (3.10.48) nije samo formalno matematicka. UoCite da ¢e jednadZbe problema ekstremiza-
cije koji smo originalno naumili rijesiti, (3.10.46) i (3.10.47), biti zadovoljene ako napravimo identifikacije:

Up) =1V7,) , a=EJs] ,  Be(x)=Ts(x) (3.10.49)

gdje je Jy4r(x) izvor za koji je oc¢ekivana vrijednost operatoraﬁ(x) u stanju | ¥ 7) jednaka ¢,.(x).
Uspostavljanje veze izmedu oCekivane vrijednosti polja ¢ i izvora Jy je znak da je konacno doSlo vrijeme da u
igru uvedemo efektivni potencijal. Funkcional izvodnik Z[.J] za izvor J definiran u gornjem razmatranju je dan s

Z[J] = 5{t = oo|Q;t = —o0); = (Q[S(00, —00)[€2)
= (QSy(00,T/2) S7(T/2,-T/2) Sy(~=T/2,—00)|S2)
= (Ug|S7(T/2,-T/2)|¥z) = (Vz|e HIT )@ 7)
eI (3.10.50)

gdje je |Q?) vakuum teorije za J = 0, a S;(¢,t’) operator vremenskog razvoja u prisustvu izvora J(x).
Uvrstavanje (3.10.50) u (3.10.17) daje

W[J]=—ilnZ[J]=-E[J]T =  E[J]=-—2 (3.10.51)

MnoZenje (3.10.47) s lijeva bra-vektorom (V| i potom primjena (3.10.49) i (3.10.51) daju:

(), = BT+ Y [ ExT0(x)6:60 = [W[Jqs] =3 [t s wx)]

_ Tl (3.10.52)

T
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Slika 3.3: Primjer klasi¢nog potencijala V(¢) koji nije svugdje konveksan.

Ukoliko je ¢(x) = 1 konstantno unutar velikog volumena prostor-vremena V;, = TV, onda kvantnu efektivnu
akciju moZemo izraziti pomocu efektivnog potencijala putem (3.10.38), Sto uvrsteno u gornju jednakost daje konacan
rezultat za minimalnu ocekivanu vrijednost volumne gustoce energije

H _
Ha, _ Vert (¢) (3.10.53)
v
na podskupu stanja |¥) koja zadovoljavaju
(br(x))w = ér (3.10.54)

Ovaj izuzetno vazni rezultat ¢emo istaknuti rije¢ima:

Vet (¢) je minimum oekivane vrijednosti gustoCe energije za stanja koja poStuju uvjet da kvantna polja qgr
imaju svojstvene vrijednosti ¢. Posljedica je da je u odsustvu vanjskih izvora vakuum teorije (njegov polozaj i
energija) odreden globalnim minimumom od Veg ().

Konveksnost efektivnog potencijala

Ipak, postoji jedna razlika izmedu efektivnog potencijala Veg(¢) i klasi¢nog potencijala V(¢). U sluaju relativis-
ticke teorije s jednim realnim skalarnim poljem moze se pokazati da je efektivni potencijal uvijek dan konveksnom
funkcijom, §to znaci da vrijedi

0 Vet (9) .
T&Q >0 za svaki ¢ (3.10.55)

Umjesto da troSimo vrijeme da dokazujemo ovu tvrdnju, u idu¢em odjeljku ¢emo dati jednostavni argument na os-
novu kojeg ocekujemo da tvrdnja vrijedi i puno opcenitije. No, ono §to moramo odmah razjasniti je prilicno ocita
kontradikcija izmedu tvrdnji (3.10.39) i (3.10.55). Naime, iz (3.10.39) slijedi da bi trebalo vrijediti

lim Ve (9) = V(3) (3.10.56)

Sto je u kontradikciji s (3.10.55) tamo gdje V(¢ ) nije konveksna funkcija. Uocite da a priori ne postoji nikakav razlog
zasto bi klasi¢ni potencijal bio konveksan. Sad ¢emo pokazati da nema nikakvih problema s (3.10.55), no da (3.10.39)
1(3.10.56) treba korigirati.
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Kao primjer, razmotrimo teoriju s jednim realnim poljem s klasi¢nim potencijalom V(¢) prikazanim na slici 3.3.
Uodite da potencijal posjeduje dva lokalna minimuma, u ¢; i ¢3, od kojih je prvi i globalni minimum §to znaci da
odreduje klasi¢ni vakuum teorije. Takoder postoji i lokalni maksimum lociran u ¢,. Obratite paznju da izmedu ¢; i
¢3 postoji interval unutar kojeg V(¢) ocito nije konveksan. Ukoliko 7 moZemo tretirati kao mali parametar, kvantne
korekcije ¢ine malu perurbaciju (bar u konacnom intervalu u 1) pa bi naivna primjena (3.10.39) rekla da efektivni
potencijal izgleda pribliZno jednako klasi¢nom potencijalu, tj. oblik mu je kao na slici 3.3 (iako detalji, poput to¢nog
poloZaja ekstrema gZ_>173 ili dubine jama, ovise o h).*! Sad éemo pokazati zaSto jednadzba (3.10.39) nije to¢na u
intervalu izmedu ¢ i ¢3.

U tu svrhu, ozna¢imo s |1) i |3) stanja koja imaju minimalne ocekivane vrijednosti gustoce energije u skupovima
stanja Cije oCekivane vrijednosti polja qg(:c) su ¢1, odnosno ¢3. Koriste¢i nauéeno, moZemo napisati

(1A]1)
%

V@) . W@ =a P vy L Gen =6 Glos

Ukoliko je teorija polja definirana na beskona¢nom prostoru, kao $to je to obi¢no slucaj, onda stanja |1, 3) imaju i$-
¢ezavajuce preklapanje, ukljucujuci usendvicenja operatora izgradenih od produkata kona¢nog broja polja (i njihovih
derivacija), pa vrijedi

aBy=0 , QA3 =0 , (1é)3)=0 (3.10.58)

Dat ¢emo dva argumenta zasto gornja preklapanja iS¢ezavaju. Jedan je primjenom WKB aproksimacije koja nam
kaZe da amplituda vjerojatnost tuneliranja iz jame 3 u jamu 1, ¢ije nei§¢ezavanje je nuzno da bi vrijedilo (1|3) # 0,
posjeduje faktor

Jg;wp(—VA%d¢¢%va—vw@)=o

gdje je ¢’ tocka izmedu ¢y i ¢ za koju vrijedi V(¢') = V(¢3). Vidimo da je iSezavanje direktna posljedica
beskonacnosti volumena prostora V. Nevjerne Tome kojima WKB argument nije dovoljno uvjerljiv mogu pronaci
drugi argument za valjanost (3.10.58) u zadatku 3.10.3 ispod.

Razmotrimo sada sljedece superpozicije stanja 1) i |3):

N =AB VI A2, 0<A<]

Koriste¢i (3.10.57) i (3.10.58) lako je pokazati da stanja |\) zadovoljavaju

&= (Ad(@)[A) = N2 g3+ (1 -2 (3.10.59)
Hy = WI‘;W =22 Veg(3) + (1 — A2 Ve (1) (3.10.60)

Jednadzba (3.10.59) nam kaZe da kako X ide od 0 — 1, tako ¢ ide od ¢ — ¢3, dok H ide od Veg(¢1) — Ve (¢3)
po pravcu.

Sad dolazimo do poante. Posto efektivni potencijal Veg(¢) predstavlja minimum ocekivane vrijednosti energije
za stanja Cija oCekivana vrijednost polja qg je jednaka ¢, to znaci da efektivni potencijal mora zadovoljavati

Vet (62) < Ha

#IObratite paznju da kvantna korekcija, kako god malen 7 bio u odnosu na parametre teorije, moZe zna¢ajno promijeniti oblik efektivnog
potencijala za velike iznose od ||, ukoliko je asimptotsko ponasenje korekcije (za |¢.| — co) dominantno u odnosu na klasiéni potencijal.
To je vrlo vazna stvar koja igra bitnu ulogu u analizi Higgsovog potencijala u Standardnom modelu fizike Cestica. Takoder se moze dogoditi
da kvantna korekcija producira nove ekstreme (tzv. Coleman-Weinberg mehanizam). Radi jednostavnosti, ovdje ¢emo pretpostaviti da su
parametri teorije takvi da nijedna od ovih moguénosti nije relevantna.
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Slika 3.4: Potencijal [V(¢)] »; dobijen primjenom Maxwellove konstrukcije na klasi¢ni potencijal V(¢) prikazan na
slici 3.3.

U slu¢aju u kojem je gornja nejednakost saturirana, efektivni potencijal je o¢ito konveksan i za ¢ < ¢ < ¢3. Posto
ovu konstrukciju mozemo uvijek ponoviti na bilo kojem intervalu, dokazali smo da efektivni potencijal mora biti ko-
nveksan. Ova konstrukcija pravljenja funkcije konveksnom "povlacenjem pravca" je poznata iz dokaza konveksnosti
termodinamickih potencijala u statistickoj mehanici i naziva se Maxwellova konstrukcija.

Nije teSko zakljuditi da u limesu & — 0, efektivni potencijal teZi klasi¢cnom potencijalu na kojem je primjenjena
Maxwellova konstrukcija, $to znaci da (3.10.56) moramo zamijeniti s

lim Ve (6) = [V(©)]

gdje [...]p oznaCava da je na klasi¢nom potencijalu primjenjena Maxwellova konstrukcija. Za slucaj klasi¢nog
potencijala sa slike 3.3, Maxwellova konstrukcija vodi na [V(¢)] 17 Prikazan na slici 3.4.

SaZeto reCeno, konveksnost potencijala je posljedica Cinjenice da je prostor stanja kvantizirane teorije puno veéi
od prostora stanja pripadne klasi¢ne teorije zbog postojanja linearnih superpozicija makroskopski razlicitih stanja
koja nemaju klasi¢ni analogon. Npr. stanja |A) su takva stanja jer su dobijena superponiranjem stanja |¢; 3) koja se
makroskopski razlikuju. Postojanje takvih stanja, koja nemaju klasicni analogon, dovodi do konveksnosti efektivne
akcije ¢ak i u limesu & — 0. Poanta je da se kvantni sustav sustinski razlikuje od klasi¢nog bez obzira kako god /4 bio
malen.

Vjezba 3.10.3: Neekvivalentni Hilbertovi prostori. Beskonacni spinski lanac

Jedan nacin za razumijevanje (3.10.58) je da su Hilbertovi prostori izgradeni Fockovom procedurom na stanjima
|1,3) neekvivalentne reprezentacije operatorske algebre koje su medusobno ortogonalne. U tu svrhu razmotrimo
jednostavan primjer beskonac¢nog jednodimenzionalnog spinskog lanca koji se sastoji od N = oo ¢vorova. U svakom
¢voru nalazi se "spin" opisan dvodimenzionalan prostorom stanja u kojem moZemo uvesti ortonormiranu bazu:

oell] e[l

(4 ¢emo zvati spin gore, — spin dolje stanje). Prostor stanja spinskog lanca je direktni produkt prostora pojedinih spi-
nova, §to znaci da je razapet ortonormiranom bazom |...s_2$_1 8o S1 S2 . . .), gdje svaki s,,, n € Z, moZe poprimiti
vrijednost + ili —. Ako definiramo ultralokalne hermitske operatore O,, (kandidati za tzv. ultralokalne opservable)
koji djeluju lokalno na ¢voru n, iz teorije angularnog momenta znamo da se svaki ovakav operator moze napisati

kao linearna kombinacija &etiri operatora (1, 7,), gdje su & = (0!, 02, 03) Paulijeve matrice. Iz definicije Paulijevih
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matrica ocito je da su stanja |+) svojstvena stanja o sa svojstvenim vrijednostima +1. Opce opservable se dobiju

linearnim kombiniranjem produkata ultralokalnih opservabli, 0= Om .- Onr. Lokalne opservable ¢e karakterizi-
rati to da u svakom pojedinom produktu ultralokalnih operatora moZe sudjelovati samo konacan broj ¢vorova. Jedna
posebno zanimljiva lokalna opservabla je "magnetski moment" u &voru n definiran s 1, = o

Pretpostavimo da je medudjelovanje izmedu spinova ograni¢eno samo na "prve susjede" u lancu i da je hamilto-

nijan dan s

H=—h Z (a§a§+1—1)

n=—oo

gdje je h konstanta vezanja koja mjeri jakost medudjelovanja susjednih spinova. Time smo u potpunosti definirali
ovaj beskonacno dimenzionalni kvantno-mehanicki sustav, koji je u literaturi poznat kao jednodimenzionalni kvantni
Isingov model.

Pronadimo sada vakuum(e) ove teorije. PoSto je medudjelovanje takvo da minimizacija energije preferira para-
lelnu orijentaciju susjednih spinova, ocito je da postoje dva vakuuma u ovoj teoriji, | 1) i| J ), definirani s

H\>:|..._|__|__|_...> , |¢>:’...___...>

Cija energija je nula. Oba vakuuma su ujedno i svojstvena stanja magnetizacije sa svojstvenim vrijednostima My = 1,
M, = —1. Vidimo da Isingov model daje vrlo jednostavan opis feromagnetizma.

Uocite da ne samo da stanja | 1) i | J) nemaju preklapanje, (| | 1) = 0, ve¢ da to vrijedi i kad izmedu njih
"usendvi¢imo" proizvoljni lokalni operator jer je

(110pn, -+ Op,|1) =0 zakonalanr

Hilbertovi prostori stanja konstruirani djelovanjem svih lokalnih operatora na |1 ), odnosno | | ), nemaju medusobno
preklapanje.

Vrijeme je da pokaZzemo kakve sve ovo ima veze s lokalnim kvantnim teorijama polja i jednakostima (3.10.58).
Kao prvo, ako na Isingov model napravimo kontinuumski limes (slicnom procedurom koju smo objasnili u odjeljku
1.1.1) dobijamo lokalnu kvantnu teoriju polja u (1 + 1) dimenzionalnom prostor-vremenu, u kojoj magnetizacija m,,
postaje lokalno polje (). Ovu teoriju neéemo detaljno opisati jer je fermionska (spin-1/2), a fermionske teorije jos
nismo razmatrali). U ovoj teoriji polja moZemo uvesti efektivni potencijal koji daje minimum ocekivane vrijednosti
gustoe energije za stanja koja imaju konstantnu ocekivanu vrijednost polja magnetizacije, m = (1n(z)). Stanja
|1) 1| ) supo konstrukciji stanja koja pripadaju lokalnim (i globalnim) minimumima efektivnog potencijala, koje
razlikuje vrijednost od m (ima suprotan predznak). Eksplicitno smo pokazali da vrijedi

(LO@)|1) =0

za svaki lokalni operator Ou teoriji, Sto je upravo (3.10.58) koju smo htjeli na ovom primjeru demonstrirati.
Uocite da je u ovoj argumentaciji kljuna pretpostavka da sustav posjeduje beskonacan broj stupnjeva slobode,
te pojam lokalnosti.*> U stvari, postoji hermitski operator koji povezuje stanja |1 )i | ] ) i dan je s

N
v=gm J[ jleh-id) . Ul=11)

——
Za N konacan ovaj operator bi bio sasvim prihvatljiv kao opservabla, no za N = co ovaj operator ne spada u lokalne
operatore jer pretpostavlja djelovanje na stanje u svim tockama beskonacnog prostora. Takvo djelovanje ne moZe
se postiéi fizikalnim djelovanjem koje je lokalno (tj. ograni¢eno na konacan dio prostora i vremena) i stoga takve
operatore ne uklju¢ujemo u operatorsku algebru pri konstrukciji Hilbertovog prostora stanja (sjetimo se da smo nesto
sli¢no pretpostavili u Fockovoj proceduri). Stoga za N = oo dobijamo da svaki vakuum | 1) i | | ) kreira svoj

“2Postoji i pretpostavka da je kontinuumski limit smislen, no to se moZe dokazati.
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vlastiti Hilbertov prostor stanja. Poanta je da u slucaju beskonacnog broja stupnjeva slobode mogu postojati
neekvivalentne reprezentacije iste operatorske algebre (u ovom primjeru to je operatorska algebra konstruirana od
Paulijevih matrica).

U stvari moZemo konstruirati beskonacno mnogo neekvivalentnih reprezentacija ove algebre. Ako uvedemo klasu
unitarnih operatora U (#) i pripadnih stanja |6), definiranih s

N
U(f) = lim exp <—zz Z 0',%), , 0)=U@0)] 1)

N—o0
n=—N

lako se pokaze da vrijedi (uocite da je [0) = |1) i |m) =[] ))

9 N
(T|9):A}im <COS2> =0 za 0#0
— 00

Ovdje eksplicitno vidimo vaznost limesa N — oo, jer bi za konaan N stanja | 1) i |0) imala kona¢no preklapanje
Sto znaci da bi se nalazila u istom Hilbertovom prostoru stanja. U stvari se moZe pokazati jaca relacija

@10 =0 , 0+#6

koja vrijedi za svaki lokalni operator O(a:), pa vidimo da postoji neprebrojivo mnogo neekvivalentnih reprezentacija
ove operatorske algebre.
Za kraj napomenimo da primjenom Baker-Hausdorff leme

(i;)z Gie A+ + e G IGAl 1+ (06D

G A0 = A4 NG, A+

2

koja vrijedi za bilo koji hermitski operator G i bilo koji operator A, te komutatora [02, 03] = 2i o' moZemo pokazati

daje
mg = (0]o3]0) = cos

iz Cega slijedi da se stanja |#) makroskopski razlikuju jer imaju razliCite oCekivane vrijednosti parametra uredenja
(magnetizacije) za koji o¢ekujemo da je (makroskopska) opservabla.

Racunanje efektivnog potencijala

Ovdje ¢emo objasniti kako se efektivni potencijal moZe neposredno perturbativno racunati u Feynmanovom razvoju.
Kao prvo, iz (3.10.26) slijedi

= —ZZ [H Z/d%k br (1) ¢vac))] Ty, (21, -, T) (3.10.62)

Ukoliko su polja konstantna, ¢(z) = ¢, moZemo ih izvuéi izvan integracija. To znaci da ukoliko definiramo n-tockaste
funkcije u p-prostor na standardni nacin

(27T)4 54(171 + - pn) f(ph R 7pn> = /d41’1 ce / d4$n ei(p1-11+...+pn-xn) FTl""V’n (1'1, . ,.Z'n)

upotrijebimo standardnu korespondenciju (2m)* 64(0) = V4, te na koncu definiciju efektivnog potencijala (3.10.38),
za konstantna polja ¢ izraz (3.10.62) postaje:

Vet (¢) = Vet (dvac) HZ — [HZ Op, — SV ] rpoern (0,...,0) (3.10.63)

1 7k
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Vidimo da je efektivni potencijal dan s 1PI T-korelatorima sa iS§¢ezavajuéim 4-impulsima na vanjskim nogama.
Gornja formula jos uvijek nije najspretnija formulacija za neposredno racunanje efektivnog potencijala jer uklju-
Cuje Pvac, za Ciji racun je potrebno znati efektivni potencijal. U tom smislu puno bolje je upotrijebiti formulu (3.10.35)

iz koje se ujedno mogu konstruirati Feynmanova pravila potrebna za raun V[¢]. S obzirom da su u ovom slu¢aju
polja ¢ konstantna, u Feynmanova pravila ulazit ¢e na isti nacin kao konstante vezanja.

3.10.7 Spontani lom simetrije u kvantnoj teoriji polja

U odjeljku 2.5 analizirali smo pojavu spontanog loma simetrije koristeéi klasi¢nu teoriju polja i dobili vrlo zanimljive
posljedice. Npr. u slucaju sponatnog loma globalne kontinuirane simetrije jedna vaZna posljedica je pojava bezma-
senih Goldstoneovih polja. Posto a priori niSta ne garantira da kvantizacija sustava nece ubiti neko dano klasi¢no
svojstvo, ovdje ¢emo pokazati da ukoliko simetrija preZivi kvantizaciju, tada automatski prezivljava i Goldstoneov
teorem. PoSto se u analizi spontanog loma simetrije radi o analizi svojstava vakuuma i fluktuacija oko vakuuma, ne
treba iznenaditi da su kvantna efektivna akcija i potencijal pravi alat za ovu analizu.

Kad govorimo o simetrijama teorije, treba imati na umu da postoji moguénost da nece sve simetrije klasi¢ne
teorije preZivjeti kvantizaciju, tj. da e lokalni zakon sauvanja nekih struja biti narusen, 9,,j; = O(h). Ova pojava
je primjer kvantnih anomalija. Ukoliko se radi o globalnim simetrijama to znaci da kvantna teorija ima manju grupu
simetrija od klasi¢ne, sa svim posljedicama kao Sto je broj egzaktno sacuvanih naboja u teoriji, no sama po sebi nije
dramati¢na u smislu da je teorija konzistentna kvantna teorija polja.*> Stoga, kad govorimo o egzaktnim simetrijama,
mislimo na simetrije kvantizirane teorije.

Simetrije kvatne teorije polja manifestiraju se kao simetrije kvantne efektivne akcije. PoSto u analizi vakuuma
kvantne teorije efektivni potencijal preuzima ulogu klasi¢nog potencijala, moZemo gotovo u potpunosti ponoviti ana-
lizu iz odjeljka 2.5.3 na nacin da u formulama klasi¢ni potencijal }V zamijenimo efektivnim potencijalom V.g. Treba
imati u vidu da kvantni doprinosi mogu promjeniti svojstva vakuuma, npr. da kvantna teorija posjeduje spontani
lom simetrije iako je klasi¢na teorija neslomljena (Coleman—Weinberg mehanizam), iako to najcesée nije slucaj.
Ukoliko su infinitezimalne globalne kontinuirane simetrije kvantne efektivne akcije opisane s

e
Spr(z) = Z Z €a tg)QES(x)
a=1 s

gdje £ reprezentiraju generatore grupe simetrija G, tada slijede¢i proceduru dokaza Goldstoneovog teorema za
klasi¢nu teoriju polja iz odjeljka 2.5.3 dobijamo

tWé, =0 ,  a=dy+1,...,dg (3.10.64)
$Vac

aQVeff [Qﬂ
Z 8&@ 8&7

7,8

gdje su ¢, ocekivane vrijednosti polja u vakuumu. U gornjoj jednadzbi pretpostavljeno je da postoji podgrupa H
grupe G, Cije generatore smo oznalili s a = 1,...,d, na Cije djelovanje su vakuumi invarijantni, tgf? s = 0za
a = 1,...,dyg. Drugim rije¢ima, samo transformacije generirane s a = dy + 1,...,dg sudjeluju u spontanom
lomu simetrije. Sad ¢emo pretpostaviti da je di < dg, tj. da je spontani lom simetrije prisutan, Sto znaci da formula
(3.10.64) daje netrivijalnu informaciju o efektivnom potencijalu.

Kombiniranjem (3.10.63) i (3.10.34) dobijamo da je**

Vel | _ =
W (Evac_ il'e(0) = Z(G(p) )ré

Ukoliko uvrstimo gornju relaciju u (3.10.64), dobijamo da inverz propagatora u p = 0 posjeduje svojstvenu vrijednost
jednaku nula koja je dg — djy degenerirana. Posto iz opée analize znamo da ove nule mogu odgovarati samo polovima

BPostoje situacije, poput narusenja lokalnih simetrija, u kojima kvantne anomalije &ine da kvantizacija klasi¢ne teorije polje ne vodi na
konzistentnu kvantnu teoriju polja. Ovdje ¢emo pretpostaviti da to nije slucaj.

#Koristimo uobiajenu konvenciju za 2-tockaste korelatore, koja koristi zakon otuvanja 4-impulsa: Lrs (p,—p) = T'rs(p).
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propagatatora u p?> = 0, a polovi propagatora odreduju fizikalne mase &estica, moZemo zakljuditi da teorija posjeduje
dg — dyr bezmasenih Cestica. Time smo dokazali Goldstoneov teorem u kvantnoj teoriji polja.

Jedna posljedica Goldstoneovog teorema je da operator naboja koji pripada spontano slomljenoj simetriji ne pos-
toji kao operator na Hilbertovom prostoru stanja. Da bi to dokazali, razmotrite djelovanje takvog operatora naboja Qa
na vakuum

log) = Qa 1) #0

Norma stanja |«,) je dana s:
(@l = (91Qu Qul9) = [ dx(Q1j20) Qul0) = [ (] ™= 2(0) P+ Qul0)
— [ @x @120 Qul2) = (@0 Qule) [ x

=0

gdje smo koristili satuvanje naboja [Qq, P,] = 01 translacijsku invarijantnost vakuuma P,|€2) = 0. Vidimo da, kao
posljedica beskonacnosti prostora, |a,) ne postoji kao stanje u Hilbertovom prostoru fizikalnih stanja. Ovo se naziva
Fabri-Picasso teorem. S druge strane, uocite da se u komutatorima, poput

[Qa, p(2)] = d¢(x)

operator naboja sasvim dobro ponasa.

Uzrok ovog ponaSanja je s jedne strane u postojanju kontinuuma vakuuma i s druge strane u beskonac¢nosti pros-
tora koja brani postojanje preklapanja izmedu razlicitih vakuuma (¢ak i onih koji su infinitezimalno blizu u klasi¢noj
teoriji). Hilbertovi prostori izgradeni na razli¢itim vakuumima predstavljaju neekvivalentne reprezentacije iste opera-
torske algebre (vidi zadatak 3.10.3 koji demonstrira Fabri—Picasso teorem).

3.10.8 Slic¢nost sa statistickom mehanikom

Vrijeme je da rijeSimo muka Citatelje koji su prateci razradu funkcionalnih metoda (ukljucujuéi integrale po stazama)
bar povremeno imali deja vu. Nekima je spomen Maxwellove procedure vjerojatno otvorio oci, jer sad ¢emo vidjeti
da za metode koje smo Koristili i velicine koje smo uveli postoje manje-viSe direktni analogoni u statistickoj
mehanici. Da bi to ucinili $to jasnijim, razmotrimo te veze na primjeru statistickog modela opisanog kontinuiranim
(klasi¢nim) varijablama s,, ("spinovi") koji su smjeSteni na ¢vorovima D-dimenzionalne prostorne reSetke na lokaci-
jama x,,, n € Z. Pretpostavimo da je u izostanku vanjskog medudjelovanja hamiltonijan sustava dan s H [s]. Ukoliko
sustav stavimo u kontakt s toplinskim rezervoarom temperature 7' i primjenimo vanjsko polje B (x) ("magnetsko
polje"), sustav ¢e uéi u stanje termodinamicke ravnoteZe. Particijska funkcija sustava je dana s

Z|T,B] = H/dsn exp [B (H[s] — ) B(xn) sn>] (3.10.65)

gdje je § = 1/kT. Ukoliko nas zanima termodinamic¢ko ponaSanje sustava na prostornim skalama puno veéim od
konstanti reSetke, mozemo pretpostaviti da se (bar u odredenim okolnostima) moZe napraviti kontinuumski limes,
Sto znaci da umjesto diskretnim spinovima s, sustav moZemo aproksimativno opisati kontinuiranim poljem s(x).
Ukoliko je medudjelovanje medu spinovima lokalno, u smislu da svaki spin znacajnije medudjeluje samo s manjim
brojem susjednih spinova, tada ¢e hamiltonijan u kontinuumskom limesu bit lokalan,

H[s] = /deH(s(x),VS(X),VVS(X),...)

gdje toc¢kice oznacavaju mogucu ovisnost o vi§im derivacijama od s(x) od prve. Na primjer, ukoliko je u kontinuum-
skom limesu prisutna simetrija na translacije i rotacije u prostoru, gusto¢a hamiltonijana ¢e biti oblika

H(x) = (Vs)? +V(s) +...
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gdje tockice ozna¢avaju ¢lanove s vise od dvije derivacije.*’ No, to¢an oblik gustoée hamiltonijana nije vaZan za nasu

analizu koja ée biti opCenita i u kojoj mozemo pretpostaviti da postoji viSe lokalnih realnih varijabli s,(x), koje se

¢esto nazivaju varijable uredenja jer u prakti¢nim primjenama njihovo neiS¢ezavanje najcesée znaci da u sustavu

postoji (lokalno) uredenje (kao §to je to slucaj kod spinova gdje varijabla s(x) opisuje lokalnu magnetizaciju sustava).
U kontinuumskom limesu particijska funkcija (3.10.65) postaje

Zﬁuﬂ_/Dswﬂ}g/&&mh@n—B@n@ﬂ} (3.10.66)

gdje D oznacava funkcionalnu integraciju po konfiguracijama polja s(x). U statisti¢koj fizici uvodimo slobodnu
energiju F'[T, B] na na¢in

F[T,B] = —kT'In Z[T, B]

Magnetizacija sustava se dobije na nacin:

oF _ 107 = ss(x) ex p x) s(x
B |y BOBm)y /D p{ B/d B()(”}
= ((s(x))) = (3.10.67)

gdje |7 oznaCava da se derivira drzeéi temperaturu 7" fiksnom, ((- - - )) oznacava statisticko usrednjenje po ansamblu,
i gdje smo usrednjenje varijable uredenja oznacili s M (x) (M kao "magnetizacija").
Gibbsova slobodna energija se definira kao Legendreova transformacija od F’,

G[T,M] = F[T,B] + /deM(x)B(x) (3.10.68)
Sto znaci da zadovoljava
oG
=B .10.
SME) |, (x) (3.10.69)

Cesto nas zanima situacija u kojoj su vanjska polja prostorno konstantna, B (x) = B, pa ofekujemo i da su sve
termodinamicke veli¢ine kojima opisujemo sustav takve. U naSem primjeru to znaci M (x) = M, $to nas pak vodi na
definiranje volumnih gusto¢a termodinamickih potencijala:

F(T,B)
V )

G(6, M)

g(B, M) = (3.10.70)

koji su sada obi¢ne funkcije (a ne funkcionali) svojih varijabli. U tom slucaju dobijamo prepoznatljiv oblik gornjih
jednazbi,

of
9B |,

Jg

=-M ) g(T7M):f(T7B)+MB ) WT

=B (3.10.71)
Za B = 0 Gibbsova slobodna energija je ekstremalna za pripadnu vrijednost od M. Termodinamicki najstabilnije
stanje je minimum od g(7', M) za dani fiksni 7".

PoaZljivom ditatelju bi trebalo biti ocito da sve veli¢ine koje smo uveli imaju svoje pandane u funkcionalnom
formalizmu kvantne teorije polja definirane u Euklidskom vremenu. Da bi to vidjeli, napi§imo funkcional izvodnik
za euklidsku kvantnu teoriju polja u D-dimenzionalnom prostor-vremenu, koju smo definirali u odjeljku 3.9.4,

_ / Do exp{_,{L / dx [Lslo(@)] - T (@) ¢<x>]}

437a dovoljno niske frekvencije, odnosno dovoljno velike valne duljine ¢lanovi s vi§im derivacijama se mogu tretirati kao perturbacija.
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Statisticka mehanika (TD ravnoteza) Euklidska kvantna teorija polja
prostor (x) (euklidsko) prostor-vrijeme ()
lokalne varijable uredenja (s,(x)) (skalarna) polja (¢, (zg))
gustoéa hamiltonijana (7 (x)) gustoca lagranZijana (Lg(zg))
temperatura (kT") Planckova konstanta (%)
vanjsko polje (B(x)) vanjski izvor (J(zg))
particijska funkcija (Z[T, B]) funkcional izvodnik (Z[J])
slobodna energija (F[T, B]) povezani funkcional izvodnik (Wg[J])
usrednjenje po ansamblu ({(---))) vakuumska oekivana vrijednost (;(---))
usrednjeno uredenje (M(X)) vanjsko polje (é(xE))
Gibbsova slobodna energija (G[T', M]) kvantna efektivna akcija (T'g[¢)] )
gustoca Gibbsove sl. energije (g(7', M)) efektivni potencijal (Veg(¢))

Tablica 3.1: Analogije izmedu statistickog modela s lokalnim varijablama u termodinamickoj ravnoteZi i euklidske
kvantne teorije polja.

Vidimo da particijska funkcija (3.10.66) izgleda potpuno jednako kao funkcional izvodnik za kvantnu teoriju polja
¢(z) = s(x) u D-dimenzionalnom euklidskom prostor-vremenu = = x, s gusto¢om lagranZijana danom s Lr = H,
vanjskim izvorom J(x) = B(x), te uz identifikaciju i1 = kT Statisti¢ko usrednjenje po ansamblu ({- - - )) odgovara
vakuumskoj ocekivanoj vrijednosti (- -- ), slobodna energija F'[T, B] odgovara funkcionalu izvodniku za povezane
korelatore Wz [.J], dok Gibbsova slobodna energija odgovara kvantnoj efektivnoj akciji I 5[¢]. Za konstantno vanjsko
polje B, odnosno izvor J, volumna gustoca Gibbsove slobodne energije g(7', M) odgovara efektivnom potencijalu
V(#). Ova korespondencija izmedu statisticke mehanike klasi¢nog sustava u termodinamickoj ravnoteZi i kvantne
teorije polja je saZeta u tablici 3.1.

1z korespondencije statistiCke fizike sustava s beskonac¢no stupnjeva slobode i kvantne teorije polja treba izvuéi

sljedecu opcenitu poantu:

Rezultate i intuiciju koju smo stekli u jednom formalizmu, moZemo iskoristiti u drugom.

Na primjer, u statistickoj mehanici je poznato da je Gibbsova energija G konveksna funkcija, pa po korespondenciji
vidimo da isto treba ocekivati i za efektivni potencijal.

Pri primjeni ove formalne korespondencije treba paziti da je u njoj sama kvantna teorija polja definirana na tem-
peraturi 7" = (. Stoga se ne smije pobrkati sa situacijom u kojoj se sustav opisan kvantnom teorijom polja nalazi u
termickoj ravnotezi na konacnoj temperaturi 7'. U ovom drugom slucaju 7" i & postaju nezavisni parametri.
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Poglavlje 4
Simetrije i spin

Iako opce formule koje smo do sada izveli imaju prirodnu generalizaciju na opéa polja, ostaje Cinjenica da smo se
do sada bavili samo skalarnim poljima, koja, kao $to ¢emo uskoro vidjeti, posjeduju spin jednak nula (spin-0). U
ovom poglavlju razmotrit ¢emo detaljnije posljedice Poincaréove simetrije, karakteristicne za specijalnu relativnost,
i vidjeti da je jedna od njih postojanje spina i objaSnjenje njegovih svojstava. Detaljno ¢emo razmotriti kvantizaciju
spin-1 i spin-1/2 polja. Objasnit ¢emo kako je spin povezan sa Cesticnom statistikom putem spin-statistika teorema.
Razmotrit ¢emo relativisticke kvantne teorije polja koje posjeduju unutarnju Abelovu bazdarnu simetriju, koje su
posebno vazne jer kvantna elektrodinamika spada u ovu klasu teorija. Takoder ¢emo razmotriti pitanje diskretnih
simetrija na primjeru P, C' i 1" simetrije i demonstrirati da je kompozicija PCT simetrija u svim relativistickim
kvantnim teorijama polja.

4.1 Spin - opéenito

Tijekom studija sigurno ste u viSe navrata Culi da vecina Cestica koje smo eksperimentalno otkrili (od elementarnih
Cestica sve osim Higgsove Cestice) posjeduju unutarnji stupanj slobode koji se naziva spin. Spin je unutarnji angularni
moment, u smislu da je vektor ukupnog angularnog momenta Cestice J zbroj orbitalnog L i spinskog S doprinosa,

J=L+S

Koristeéi ¢injenicu da je spinski prostor stanja kona¢nodimenzionalan, na kursu (nerelativisticke) kvantne mehanike
naucili ste da je za masivne Cestice spin opisan brojem s tako da je

S?=n’s(s+1) , seN/2

te da mjerenje projekcija od S na bilo koju os za rezultat daje hio, gdje je 0 € {—s,—s+1,...,s — 1, s}. Takoder
ste ¢uli da sve Cestice cjelobrojnog spina (s € N°) postuju Bose-Einsteinovu statistiku (bozoni), dok sve Cestice
polucjelobrojnog spina (s € (2N — 1)/2) postuju Fermi-Diracovu statistiku (fermioni).

No, ostalo je puno neodgovorenih pitanja. Sto je s bezmasenim Gesticama? Naime, bezmasene Zestice koje
vidamo u prirodi se mogu nalaziti samo u stanjima spina s maksimalnom projekcijom o = +s. Ili, zaSto postoji veza
izmedu spina i statistike? Ili, jo§ opéenitije, zaSto spin uopce postoji? Nerelativisticka kvantna mehanika ne moZze
odgovoriti niti na jedno od ovih pitanja. U nastavku ¢emo pokazati da relativisticka kvantna teorija polja moZe.
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4.2 Simetrije u kvantnoj mehanici

4.2.1 Simetrije i njihove reprezentacije

Ovdje éemo ukratko ponoviti neke vaZnije stvari vezane uz analizu simetrija u kvatnoj mehanici opéenito.! Za po-
Cetak, simetrija je transformacija na stanjima sustava koja ne mijenja ishode mjerenja, gdje transformacija takoder
podrazumijeva i transformaciju na “mjernom uredaju”. Posto su u kvantnoj mehanici stanja sustava opisana zrakama
(eng. rays) u vektorskom prostoru stanja?, a rezultati mjerenja kvadratom apsolutne vrijednosti skalarnog produkta
zraka, slijedi da Ce transformacija |a) — |) biti simetrija ako za svaki par vektora |«) i |3) vrijedi

{alB))* = [(/|8)]? (4.2.1)

Postoji teorem u kvantnoj mehanici koji kaze da simetrije moraju biti reprezentirane unitarnim ili antiunitarnim
operatorima. Kako je od simetrija koje ¢e nas zanimati samo vremenska inverzija T' reprezentirana antiunitarnim
operatorom, fokusirat éemo se na reprezentacije unitarnim operatorima:

o) =5 o) = U(g)|ev) (4.2.2)

gdje je U(g) unitarni operator koji reprezentira transformaciju simetrije g. Opcenito transformacije simetrije ¢ine
grupu, na nacin da je operacija mnozenja dana kompozicijom transformacija, g2 o g1. 1z (4.2.1) i (4.2.2) slijedi da
reprezentacija simetrije na prostoru stanja u kvantnoj mehanici mora zadovoljavati

U(gz) U(gr) = €'*91:92) U (gq 0 g7) , a(g1,92) €R

Ovakve reprezentacije se zovu projektivne reprezentacije (za razliku od pravih reprezentacija u kojima je o = 0).

Odabirom ortonormirane baze u vektorskom prostoru stanja svakom linearnom operatoru pridruZujemo matricu,
a za unitarne operatore matrica ¢e biti unitarna. U linearnoj algebri postoji teorem koji kaZe da svaku unitarnu matricu
prikladnim odabirom ortonormirane baze moZemo staviti u blok-dijagonalnu formu:?

Ui(g) O 0

gdje su Uj;(g) unitarne matrice. Ako se fokusiramo na neku specificnu grupu simetrija, postojat ¢e najmanji blokovi
koje nazivamo ireducibilni blokovi. Ti ireducibilni blokovi daju ireducibilne reprezentacije (krace, IRREP) grupe
simetrija. Jednom kad znamo sve moguce IRREP neke grupe simetrija, svaku reprezentaciju moZemo napisati kao
direktnu sumu IRREP. Zakljucak je da je za analizu reprezentacija grupe simetrija klju¢no poznavanje njenih IRREP i
stoga je to u srediStu svake analize simetrija. Ovo vrijedi kako za unitarne, tako i za neunitarne reprezentacije simetrija
koje ¢emo kasnije koristiti za reprezentacije simetrija na poljima.

4.2.2 Liejeve grupe i algebre

Posebno ¢e nas zanimati kontinuirane grupe simetrija G Ciji su svi elementi g(#) povezani s jedinicom i mogu se
parametrizirati skupom realnih brojeva # = {,}, a = 1, ..., n, na neprekidan nacin, tzv. povezane Liejeve grupe.*

17a saZeti ali detaljni opis, koji moZe posluZiti kao podsjetnik, preporu¢amo Weinbergov uzbenik The Quantum Theory of Fields, Vol. 1,
odjeljci 2.1 1 2.2 te Appendix A. Naprednim i zainteresiranim studentima preporu¢am da procitaju i sve ostale odjeljke iz poglavlja 2, jer se
tamo nalazi lijep i detaljan, a opet dovoljno sazet i kratak, pregled Lorentzove grupe i njenih unitarnih reprezentacija.

2Ako je vektor stanja |o) normiran na jedinicu, (o) = 1, pripadna zraka se sastoji od svih vektora oblika exp(if)|a), 6 € R.

3Vektorski prostor stanja u kvantnoj mehanici je beskona¢nodimenzionalan, tzv. Hilbertov prostor, pa su linearnim operatorima pridruZene
beskonacnodimenzionalne matrice. Usprkos tome, dosta teorema koje ste dokazali na kursu iz linearne algebre za kona¢nodimenzionalne
matrice vrijede i za beskonacnodimenzionalne.

*MatematiGari bi rekli da je Liejeva grupa diferencijabilna mnogostrukost s grupnim zakonom mnoZenja koji je “gladak”.
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Broj parametara n se naziva dimenzija Liejeve grupe. Parametrizacija se prirodno prenosi na reprezentaciju pa mo-
7emo pisati U () = U(g(#)). Grupni zakon mnoZenja tada moZemo reprezentirati skupom funkcija (6, §). Pokazuje
se da je velika informacija o Liejevoj grupi sadrZana u infinitezimalnoj okolini jedini¢nog elementa. Ako jedinicnom
elementu pridruzimo 6, = 0, reprezentaciju u okolini infinitezimalnog elementa moZemo, razvojem u Taylorov red,
napisati na nacin

UB)=1+iY 0.Ga . |6a] <1

gdje se {G,} nazivaju generatori pridruZeni parametrizaciji {6,}. Ukoliko su U unitarni operatori slijedi da su ge-
neratori G, hermitski operatori. OCito ¢e generatori pridruZeni razliCitim parametrizacijama biti povezani linearnim
transformacijama, pa moZemo definirati vektorski prostor generatora. Iz zahtjeva zatvorenosti na grupno mnoZenje
lako se pokaZe da je vektorski prostor generatora zatvoren na operaciju komutacije, tj.

[gaa gb] = ZZ foLbC gc

gdje su komponente od f,;¢ realne i ovise o izboru parametrizacije. Vektorski prostor generatora na kojem je defi-
nirana gornja bilinearna operacija naziva se Liejeva algebra grupe GG i oznacava s g, a f; se nazivaju strukturne
konstante Liejeve algebre.

Ocito je dana Liejeva algebra u potpunosti odredena svojom dimenzionalnos¢u i strukturnim konstantama (u
jednoj proizvoljnoj parametrizaciji). Liejeva algebra u potpunosti odreduje grupu, ukljucujuéi i zakon mnoZenja, u
infinitezimalnoj okolini jedini¢nog elementa. No, ne i globalno. Za danu Liejevu algebru g postoji viSe pripadnih Li-
ejevih grupa, no jedna i samo jedna jednostruko povezana Licjeva grupa G (u kojoj se svaka petlja moZe neprekidno
stegnuti u tocku) Cije reprezentacije se mogu konstruirati eksponenciranjem na sljedeci nacin:

U@0) =exp (i) 0a0a (4.2.3)

gdje su sada 6, proizvoljni (kona¢ni) realni brojevi, a G, reprezentacija neke baze Liejeve algebre. Grupa G se naziva
grupa pokrivanja grupe G s kojom dijeli istu Liejevu algebru.’

MozZe se pokazati da se analiza projektivnih reprezentacija grupa koje ¢e nas zanimati (npr. Poincaréove grupe)
svodi na analizu reprezentacija grupe pokrivanja. To pak znaci sljedece:

Konstrukcija ireducibilnih projektivnih reprezentacija povezane Liejeve grupe G se svodi na konstrukciju ire-
ducibilnih reprezentacija pripadne Liejeve algebre g.

Razlog je §to jednom kad znamo reprezentaciju od g moZemo pomocu (4.2.3) konstruirati reprezentacije od G, Cije
reprezentacije su ujedno i projektivne reprezentacije originalne grupe simetrija G.

Napomenimo da je iz zahtjeva neprekidnosti jasno da povezane Liejeve grupe ne mogu biti reprezentirane antili-
nearnim, pa stoga ni antiunitarnim operatorima.

4.2.3 Reprezentacije Poincaréove grupe

Struktura Poincaréove grupe

Kao $to smo vidjeli, Poincaréova grupa je grupa izometrija prostora Minkowskog i njeni elementi (A, a) su transfor-
macije odredene s
at — = A", Y — o , Npo N A%y = N

U opéenitom slucaju se ne moZe svaki element reprezentacije grupe pokrivanja dobiti pomoéu (4.2.3), veé je potrebno napraviti umnozak
konacnog broja faktora oblika (4.2.3). No, ovo je finesa koja ne igra nikakvu bitnu ulogu za nase potrebe.
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gdje je 1, metriCki tenzor prostora Minkowskog a a* proizvoljni konstantni 4-vektor. Vidimo da uzastopno djelova-
nje (kompozicija) dvije Poincaréove transformacije vodi na grupni zakon mnoZenja dan s:

(A2, a2) o (A1, a1) = (A2A1, a2 + Agaq)

gdje koristimo skraceni zapis za matricno mnoZenje (A2A1)#, = Ao*,A1”,, iisto tako (Aa)* = AF,a.

Poincaréova grupa se dobije komponiranjem podgrupe prostorno-vremenskih translacija, tj. elemenata s A = 1, i
podgrupe u kojoj je a* = 0, koja se naziva Lorentzova grupa i oznacava s O(1, 3). Svaki element Lorentzove grupe
se pak moZe dobiti komponiranjem sljedecéih transformacija:

e Prostorne rotacije: Ovo je podgrupa koja se sastoji od rotacija u prostoru i koja je definirana s:

Ao=1 , A% =MNo=0 , AN;=RO) , ij=123

gdje su R(0) standardne 3 x 3 matrice rotacije vektora u trodimenzionalnom prostoru koje se mogu parametri-
zirati vektorom 6 = 60, gdje 6 odreduje os, a 6 kut rotacije. Ove matrice ¢ine SO(3) grupu.

e “Boostovi”: U pasivnom smislu, ovo su transformacije izmedu dva sustava kojima se osi i ishodiSte prostora
poklapaju u ¢t = ' = 0, a koji se gibaju jednoliko po pravcu jedan u odnosu na drugi. Ove transformacije su
parametrizirane vektorom brzine u = u u, gdje se pokazuje prakti¢nijim koristiti vektor rapiditeta 8 umjesto
brzine, gdje je iznos rapiditeta dan s 5 = Arth u. Za posebni sluc¢aj G = z matrica boosta je dana s:

coshg 0 0 sinhf
. 0 10 0
AP =1 g 01 o
sinhg 0 0 coshf

e Paritet (P): Paritet je diskretna simetrija zrcaljenja u prostoru® &ije djelovanje je opisano Lorentzovom transfor-
macijom A¥, = P#, danom s:

t=t , xX=-x = Ply=1, P =Ph=0 , P,=-4;
Ogito vrijedi P2 = 1.

e Vremenska inverzija (1'): Vremenska inverzija je diskretna simetrija zrcaljenja u vremenu, tj. zamjena proslost
< buducénost i opisana je Lorentzovom transformacijom A*, = T#, danom s:

t'=—-t x' =x — 7‘00:_1 ) 7~0j:7—j0:0 ) szzéij
Ocito vrijedi 72 = 1, te takoder PT = —1.

Posebno je zanimljiva podgrupa Lorentzovih transformacija generirana samo rotacijama i boostovima koja se na-
ziva prava Lorentzova grupa i obi¢no oznacava sa SO(1, 3)". Lorentzove matrice iz ove podgrupe su karakterizirane
s:

det(A)=1 , A%>1

Prava Lorentzova grupa povezana je s jedinicom i primjer je povezane Liejeve grupe dimenzije jednake 6 (tj. opisane
s 6 parametara, za koje moZemo uzeti komponente od € i 8). Kad dodamo translacije u prostoru dobijamo pod-
grupu Poincaréove grupe koja se naziva prava Poincaréova grupa i koja je 10 dimenzionalna povezana Liejeva grupa
(translacije dodaju jo$ 4 parametra, za koje moZemo prirodno uzeti komponente 4-vektora a*).

8Strogo uzevsi, prilikom prostornog zrcaljenja samo jedna prostorna koordinata mijenja predznak (ona koja je okomita na ravninu zrcalje-
nja). No, u 3 prostorne dimenzije ako potom izvedemo rotaciju oko osi ravnine zrcaljenja za kut 7 (koja je simetrija) dobijamo transformaciju
x’ = —x koja je spretnija za uporabu pa se po standardnoj konvenciji ona naziva “zrcaljenje u prostoru”. No, treba imati u vidu da u prostoru
s parnim brojem dimenzija ovaj trik ne funkcionira, jer je u tom slu¢aju transformacija x’ = —x ¢ista rotacija.
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Svi eksperimenti do sada izvedeni su u slaganju s time da je prava Poincaréova grupa simetrija fundamentalnih
zakona prirode (uz izuzetak gravitacijskog medudjelovanja u kojem ova tvrdnja ima nesto drukcije znacenje).

Sve do 1950-tih smatralo se da su i preostale diskretne izometrije prostora Minkowskog (P i T') takoder simetrije
prirodnih zakona. No, od tada je eksperimentalno pokazano da to nije tocno — slaba medudjelovanja eksplicitno na-
rusavaju P i T simetriju. Stoga ¢emo se prvo fokusirati na reprezentacije prave Poincaréove grupe, a onda razmatrati
posljedice uvodenja P i T simetrija.

Unitarne reprezentacije Poincaréove grupe. Cestice i spin.

Vidjeli smo da su kontinuirane simetrije koje ne uklju¢uju vremensku inverziju opisane povezanim Liejevim grupama
koje su reprezentirane projektivno na vektorskom prostoru stanja pomocu unitarnih operatora. Ovdje ¢emo samo ski-
cirati izvod 1 prezentirati rezultate konstrukcije ireducibilnih projektivnih unitarnih reprezentacija prave Poincaréove
grupe.” Kao §to smo veé napomenuli, jednom kad znamo sve ireducibilne unitarne reprezentacije svaka druga uni-
tarna reprezentacija se moZe dobiti direktnim mnoZenjem i direktnim zbrajanjem ireducibilnih. Unitarni operator koji
reprezentira Poinacareovu transformaciju (A, a) oznacit ¢emo s U (A, a).

Konstrukcija zapocinje opaZanjem da operator P> = P, P (gdje je P* generator translacija u prostor-vremenu,
pa ujedno i 4-impuls), komutira sa svim elementima grupe U (A, a) (ovo je samo matematicki izri¢aj tvrdnje da su
skalari, poput P2, invarijantni na Poincaréove transformacije). Operatori koji komutiraju sa cijelom grupom se nazi-
vaju Casimirovi operatori i vazni su jer su ireducibilni blokovi karakterizirani svojstvenom vrijedno$¢u Casimirovog
operatora. Drugim rije¢ima, za svaku ireducibilnu reprezentaciju za sebe vrijedi P? = m?, gdje je m? realni broj koji
karakterizira (ali ne potpuno) ireducibilne reprezentacije. Razmotrimo sada konstrukciju ireducibilnih reprezentacija
karakteriziranih danim m?. Posto sve komponente impulsa medusobno komutiraju

[P*,P"] =0

(jer translacije ocito komutiraju) i reprezentirane su hermitskim operatorima, moZemo ih iskoristiti da definiramo bazu
u prostoru stanja (na koji djeluje ireducibilna reprezentacija) pomocu njihovih zajednickih svojstvenih vektora:

{Ip,o)} . Pllp,o) =p"p,o) (4.2.4)
Kvantni broj o razlikuje vektore baze koji imaju iste svojstvene vrijednosti 4-impulsa p* = (p°, p). Iz Pip, = m?
otito slijedi da je p° odreden s p? do na predznak, tj.
¥ = +£v/p?+m?
Djelovanje translacija na ovu bazu je jednostavno dano promjenom faze

U(1,a)|p,0) = exp(—iP"a,)| p,o) = exp(—ip'a,)|p, o)

tako da je klju¢ni korak pronalaZenje ireducibilnih reprezentacija prave Lorentzove grupe U(A) = U(A,0).
Drugi korak u proceduri je da se uocCi da Lorentzova transformacija U(A) = U(A,0) prebacuje stanja s 4-
impulsom p* u stanja s 4-impulsom A, p", tj.

U(A)|p,0) =Y Dyor(A, p)|Ap, o) (4.2.5)

Problem je sveden na konstrukciju matrica D, (A, p). Ovdje treba uociti jedan spretan trik, da je dovoljno ograniciti
se na podgrupu pravih Lorentzovih transformacija Ciji elementi A = A ne mijenjaju neki specificirani 4-impuls
pt = pH, tj. A*,p¥ = p*. Ova podgrupa se zove mala grupa. Tada relacija (4.2.5) postaje

UR)|p,0) = Doo(A,p)Dy0") ,  AMp" =p

[

"Detaljni izvod se moZe naéi npr. u udzbeniku S. Weinberg, The Quantum Theory of Fields, Vol. 1, odjeljak 2.5.
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Zadatak se svodi na konstruiranje unitarnih ireducibilnih reprezentacija male grupe. Svojstva male grupe ovise samo
o predznaku od m? (da li je m? > 0, m? < 0ili m? = 0).

Za demonstraciju procedure razmotrit éemo samo sluc¢aj m? > 0. Kao prvo uoéite da prave Lorentzove transfor-
macije u ovom slu¢aju ne mogu promijeniti predznak od p”, pa ireducibilne reprezentacije imaju fiksan predznak od
p°. Odabrat éemo p° > 0, no obratite paznju da procedura ide na potpuno isti na¢in za p° < 0. U ovom sluéaju
spretno je odabrati p** = (m, 0,0, 0). Sad treba biti jasno da je mala grupa u ovom slucaju naprosto grupa prostornih
rotacija SO(3). No, vi ste ve¢ na kursu iz kvantne mehanike konstruirali sve projektivne ireducibilne reprezentacije
ove grupe — one su u potpunosti karakterizirane brojem s € N°/2 (s = 0,1/2,1,3/2,2,...) koji ste zvali spin, a
vektorski prostor stanja na koji djeluju je (2s + 1) dimenzionalan. To znaci da su ireducibilne reprezentacije male
grupe reprezentirane na prostorima stanja razapetim vektorima ortogonalne baze

{|p,o)} , c=-s—-s+1,...,s—1,s (4.2.6)

Fizikalno znalenje o je da su to svojstvene vrijednosti® projekcije operatora angularnog momenta J (vektor ije
komponente su generatori rotacija) u sustavu mirovanja Cestice na neku proizvoljno odabranu os. Ukratko, spin je
vrsta angularnog momenta. Ako odaberemo z-o0s, onda vrijedi

T’ p,0) =0o|p,o)
Vektore baze prostora stanja (4.2.4) moZemo konstruirati iz (4.2.6) primjenom Lorentzovih transformacija:
|p,o) =UA)[p,o)  gdieje  p/' = Ay p"
Moze se pokazati da je ovakva definicija u skladu s normalizacijom danom s:
(p.olp',0') = (21)°2]p°| 650 6°(p — P')

U zakljucku, dobili smo da su ireducibilne reprezentacije za slu¢aj m? > 0, p° > 0 u potpunosti karakterizirane s
jednim (polu)cijelim brojem s i zovemo ih spin-s reprezentacije. Isto vrijedi i za slu¢aj m? > 0, p° < 0.

Procedura konstrukcije ireducibilnih reprezentacija pomoéu malih grupa moZe se ponoviti za slucajeve m? < 0
im? = 0. Uslucaju m? = 0, p° > 0 spretno je odabrati p* = (w,0,0,w), gdje je w > 0, iz Eega se moZe vidjeti
da je mala grupa tzv. ISO(2)" koja je ekvivalentna grupi pravih izometrija Euklidske ravnine. U slu€aju m? < 0
predznak od p° nije fiksiran i spretno je uzeti za p* = (0,0,0,m), iz Cega se vidi da je mala grupa SO(1,2)*,
tj. ekvivalentna pravoj Lorentzovoj grupi u (1 4 2)-dimenzionalnom prostor-vremenu. Vidimo da se pripadne male
grupe razlikuju pa su stoga i svojstva reprezentacija razli¢ita. Ne€emo se baviti konstrukcijom reprezentacija za ove
sluc¢ajeve nego ¢emo samo prezentirati potpunu klasifikaciju unitarnih ireducibilnih reprezentacija prave Poincaréove
grupe. Ogranicit ¢emo se na IRREP s kona¢nodimenzionalnim reprezentacijama male grupe (tj. spinskih stupnjeva
slobode).

(@ m? > 0, p’ = \/p? +m? : Unitarne IRREP karakterizirane (polu)cjelobrojnim spinom s € N°/2, vektori

baze prostora stanja su
{lp,o)} , o=-s,—s+1,...,s—1,s

(b) m? >0 ,p° = —/p2? +m?2 : Isto kao (a), samo §to je p° < 0.

(c) m? =0, p" = |p| : Unitarne IRREP karakterizirane (polu)cjelobrojnim spinom s € N%/2, s tim da za s # 0
postoje dvije razlic¢ite IRREP za svaki s oznacene s 0 = +s

{lp,s)} i Alp,—9)}

Posto se moZe pokazati da vrijedi . P
D |p70> =0 |p70>
P

gdje je J operator angularnog momenta, vidimo da je ¢ u ovom slucaju helicitet (projekcija angularnog mo-
menta na smjer gibanja).

80U stvari svojstvene vrijednosti projekcija spina poprimaju vrijednosti %o, no mi koristimo sustav jedinica u kojem je /i = 1.
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(d m?2=0,p" = —|p| : Isto kao (c), samo §to je p° < 0.
(e) m? < 0: Samo trivijalna IRREP u kojoj je prostor stanja razapet bazom {|p)}.
(f) p* = 0: Samo trivijalna IRREP reprezentirana na |0), tako da vrijedi U (A, a)|0) = |0).

Osim (f), vidimo da sve ostale unitarne IRREP imaju prilicno jasnu interpretaciju — opisuju slobodne relati-
visti¢ke elementarne Cestice, tj. sustave koji su u potpunosti karakterizirani kvadratom mase m? i spinom s, a &iji
prostor stanja je razapet vektorima baze opisanima vrijednostima impulsa p i energije £ = p, koji zadovoljavaju
Einsteinovu kinematicku relaciju:

E? = p* +m?

1 spinskim kvantnim brojem koji opisuje “unutrasnje” stanje Cestice. Detaljnije:
(a) Slobodna relativisti¢ka Cestica mase m = v/m? i spina s.

(b) Isto kao (a) samo §to ovakva Gestica moZe nositi energiju u rasponu —oo < p’ < m pa ne oéekujemo postoja-
nje ovakvih Cestica u prirodi jer smatramo da bi uzrokovale nestabilnost vakuma.

(c) Slobodna relativisticka cestica mase m = 0 i spina s, koja se moze pojavljivati u dva helicitetna stanja o = =+s.

(d) Isto kao pod (c) samo $to ovakva Cestica moZe nositi energiju u rasponu —oco < p’ < 0 pa ne oéekujemo
postojanje ovakvih cestica u prirodi jer smatramo da bi uzrokovale nestabilnost vakuma.

(e) RelativistiCke tahionske Cestice mase m = v/ —m?. Posto im energija moZe poprimiti sve vrijednosti u rasponu
—o0 < pY < oo takoder vode na narusenje stabilnosti vakuuma. Osim toga, ovakve Cestice se uvijek gibaju br-
zinom vec¢om od brzine svjetlosti pa vode i na problem narusenja kauzalnosti i stoga ne o¢ekujemo postojanje
ovakvih €estica u prirodi.

(f) Vakuum, odnosno stanje najniZe energije.

Za reprezentacije pod (b), (d) i (e) ne oCekujemo da imaju fundamentalnu fizikalnu vaznost jer vode na problem
nestabilnosti vakuuma. Naime, teorija koja bi ih sadrzavala ne bi imala stanje najniZe energije (vakuum) i ocekujemo
da bi postajanje medudjelovanja u kvantnoj teoriji dovelo do stalnog stvaranja ovakvih pobudenja “iz ni¢eg” (meha-
nizmom analognim spontanoj emisiji fotona u pobudenom atomu). Ovakve pojave ne vidimo u prirodi i dobro je da
ih ne vidimo jer bi vrlo vjerojatno onemogucile nastanak Zivota. Pored toga, IRREP (e) opisuje tahionsko pobudenje
Cije postojanje bi narusavalo kauzalnost u smislu da bi omogucilo prijenos informacije brzinama brzim od svjetlosti
u vakuumu, odnosno ujedno i slanje informacije u proslost. To ne znaci da su ovakva stanja potpuno irelevantna jer
mogu igrati ulogu nekim analizama, npr. pojavljuju se ako razvijamo teoriju polja oko nestabilnih ekstremalnih to¢aka
potencijalne energije (signaliziraju da radimo razvoj oko “krivog vakuuma”).

U zakljucku:

Ocekujemo da ¢e u fizikalno prihvatljivim relativistickim teorijama igrati ulogu samo ireducibilne reprezen-
tacije tipa (a), (c) i (f), gdje (a) i (c) opisuju upravo Cestice kakve i vidamo u prirodi i Ciji prostor stanja je
u potpunosti karakteriziran masom i (polu)cjelobrojnim spinom, a (f) je stanje koje opisuje vakuum (stanje
najnize energije).

VaZnije napomene:

¢ Vidimo da kombinacija kvantne mehanike i teorije relativnosti daje objasnjenje zasto su sve elementarne Cestice
koje vidamo u prirodi tipa (a) ili (c) (ako se ograni¢imo na reprezentacije koje imaju kona¢nodimenzionalan
spinski prostor stanja). Obratite paZnju da doslovno niSta drugo nije koriSteno u konstrukciji, osim nekih te-
meljnih fizikalnih postulata kao S$to su stabilnost vakuuma i kauzalnost.
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e Simetrija na pravu Poincaréovu grupu dopusta za bezmasene Cestice da mogu postojati samo u jednom (od dva
moguca) helicitetna stanja.

e Pokazuje se vaznim razmotriti djelovanje diskretnih simetrija pariteta (P) i vremenske inverzije (1') na IRREP
(a) 1 (c). MoZe se pokazati da ove simetrije djeluju na sljedeéi nacin:

m>0: Plp,o)=n|-p,0) ., [n[=1 (4.2.7)
Tlp,o)=¢(-1)*°—p,—0) , [¢|=1 (4.2.8)
m=0:  Plp,o)=n,¢""|-p,—0) , |n|=1 (4.2.9)
Tlp,o)=C( e —p,o) ,  |Gl=1 (4.2.10)

gdje za masivne Cestice o oznacava projekciju spina na fiksnu os, dok za besmasene Cestice oznacava helicitet.
Vidimo da postojanje simetrija na paritet automatski traZi da se bezmasene Cestice moraju pojavljivati u oba
helicitetna stanja, jer je to nuZno za postojanje reprezentacije ove simetrije.

e Sve fizikalno prihvatljive unitarne reprezencije u teorijama koje postuju principe kvantne mehanike i specijalne
relativnosti su izgradene od IRREP (a), (c) i (f) upotrebom direktnog produkta i direkne sume. Direktni produkt
dvije IRREP tipa (a) i/ili (c) izgleda kao prostor stanja dvije slobodne relativisti¢ke Cestice. Direktna suma dva
bloka od kojih jedan opisuje n Cestica, a drugi m Cestica daje prostor stanja u kojem je moguée da imamo n
Cestica ili m Cestica ili linearnu kombinaciju (suprerpoziciju) stanja s n i m Cestica. Vidimo da u svim ovakvim
teorijama prostori stanja nuZno imaju strukturu prostora stanja slobodnih Cestica. To je razlog zaSto smo u
analizi procesa uzeli zdravo za gotovo da asimptotski prostori stanja (ulazni i izlazni) uvijek izgledaju kao da se
sastoje od slobodnih Cestica. Vidimo da je to univerzalno svojstvo koje dolazi kombiniranjem kvantne mehanike
i relativnosti. Kvantne teorije polja samo na to nadodaju svojstvo da fizikalni prostor stanja mora izgledati kao
Fockov prostor, tj. da sadrzi kombinacije svih mogucih brojeva elementarnih Cestica koje postoje u teoriji.

e U slucajevima (c), (d) i (e) (u kojima je m? < 0) postoje dodatne reprezentacije parametrizirane s dodatna dva
kontinuirana realna parametra a i b, tj. prostor stanja je razapet s {|p, o, a,b)}, a,b € R. Ove reprezentacije
imaju neprebrojivo beskona¢nodimenzionalan interni (“spinski”) prostor stanja i vrlo vjerojatno su nefizikalne,
izmedu ostalog jer nije sasvim jasno kako napisati pripadne kvantne teorije polja. U slucaju (f) takoder postoje
dodatne IRREP s neprebrojivo beskonanim “spinskim” prostorom stanja i one igraju ulogu u teorijama u
kojima je Lorentzova simetrija spontano slomljena. Kako zasad nema interesantnih primjena ovakvih teorija,
ove reprezentacije ¢emo takoder ignorirati.

e Pokazuje se da rotacija za 27 (rotacija za “puni krug”) oko proizvoljne osi u prostoru djeluje na stanje spina s
na nacin
U(R((2m))|s) = (=1)°s)

MoZemo se zapitati da li rotacija za 27 uistinu ne mijenja fizikalna stanja. Uocite da ukoliko bi mogli proizvesti
(ili negdje pronaci) fizikalno stanje nekog sustava koje je linearna superpozicija jednog stanja polucjelobrojnog
spina |F') i jednog cjelobrojnog spina | B),

|a) = a|B) + b|F), , a,beC
onda bi rotacija oko neke proizvoljne osi za 27 dala stanje
|6) = U(R(2m))|er) = a|B) — b|F)

koje nije fizikalno ekvivalentno stanju prije rotacije. No, eksperimentalna je Cinjenica da takva stanja nisu
uoCena. Matemati¢kim Zargonom receno, postoji superselekcijsko pravilo s obzirom na (—1)°. Iz tog razloga
kazemo da su prave Lorentzove simetrije opisane grupom SO(1,3)", a ne grupom pokrivanja od SO(1,3)%,
tj. SL(2,C) (veéa grupa koja posjeduje jednaku Liejevu algebru).
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Reprezentacije Poincaréove grupe na poljima

Vidjeli smo da je za konstrukciju lagranZijana u relativistickim teorijama vazZno raditi s poljima koja se lijepo transfor-
miraju na Lorenztovu grupu, $to znaci da je na njima reprezentirana Lorenzova grupa. Posto se operatori generalno
transformiraju na simetriju reprezentiranu s unitarnim operatorm U u skladu s UTOU, tesko je zamisliti neki zakon
transformacije za kontinuirane simetrije koji nije linearan, pa pretpostavljamo da se “elementarna” lokalna polja ¢, ()
na Poincaréovu transformaciju (A, a) transformiraju linearno, tj.

¢r(z) — ¢p(2') =D Drp(M)dp(x) , a'=Az—a (4.2.11)

Matrice D,.,»(A) moraju Ciniti projektivnu reprezentaciju prave Lorenzove grupe, odnosno pravu reprezentaciju grupe
pokrivanja, na matricno mnoZenje

Z Dyt (A1) Dypryr (Ag) = Dypr (A1 Ag) (4.2.12)

T”

Dopustamo projektivne reprezentacije jer ne postoji razlog zasto bi inzistirali da su sva polja sama po sebi mjerljiva.
Posto pretpostavljamo da postoji konaCan broj elementarnih polja, vidimo da nas sada zanimaju kona¢nodimenzi-
onalne reprezentacije prave Lorentzove grupe (za koje, po analizi iz prethodnog odjeljka, znamo da ne mogu biti
unitarne no to u ovom slucaju i nije bitno).

Detaljnu analizu kona¢nodimenzionalnih reprezentacija Lorentzove grupe ¢emo odgoditi za odjeljak 4.10.3. Ov-
dje ¢emo samo napomenuti da mi ve¢ znamo odredeni broj tih reprezentacija:

e D(A) = 1 (trivijalna IRREP): skalarno polje ©(x). Njega smo ve¢ detaljno analizirali i vidjeli da kvantizacija
slobodnog polja vodi na Fockov prostor spin-0 Cestica.

e D(A)*, = A", (“fundamentalna” 4-vektorska reprezentacija): vektorsko polje A*(z). Ocekujemo da kvanti-
zacija vodi na spin-1 Cestice.

o D(A)H, Pk, = AP, ... Ak, (4-tenzorska reprezentacija): tenzorsko polje ranga k, ¢ #k (x). Oce-
kujemo da kvantizacija vodi na spin-k Cestice.

Pazljivi Citatelj Ce primjetiti da postoji neslaganje izmedu broja spinskih stanja Cestice spina-s (koji je (25 + 1)) i
broja nezavisnih komponenti tenzora ranga s (koji je s2), za s > 1. Razlog leZi u tome da opée tenzorsko polje ranga
s sadrzi u sebi sve cjelobrojne spinove u intervalu 0, - - - , s, i to moZebitno viSestruko.

Na primjeru vektorskog polja pojasnit ¢emo ovu pojavu. Razmotrite prvo neko slobodno skalarno (spin-0) polje
¢(x) koje kvantizacijom vodi na spin-0 Cestice. Ukoliko napravimo gradijent ovog polja d,,¢(x) ovo polje i dalje
opisuje samo spin-0 Cestice (sjetite se da je ¢(x), pa stoga i 0,p(x), izgraden od operatora stvaranja i poniStenja
spin-0 Cestica). No, s obzirom na Lorentzove transformacije 0, () je vektorsko polje. Vidimo da postoje vektorska
polja koja nose spin-0, §to znaci da iz opéeg vektorskog polja A*(z) moramo isprojicirati van (nametanjem posebnih
uvjeta) spin-0 doprinos. Za masivna polja to odmabh rijeSava problem jer je 4 — 1 = 3 $to je ispravan broj nezavisnih
spinskih stanja spin-1 Cestice. Za besmasena polja stvar je malo kompliciranija. Oba ova sluc¢aja ¢emo uskoro detaljno
razmotriti.

Jo$ jedna stvar koja nedostaje u gornjem popisu su polja polucjelobrojnog spina. Njihovu konstrukciju ¢emo
ostaviti za kasnije (odjeljak 4.10) i sada se privremeno posvetiti poljima cjelobrojnog spina.

4.3 Spin-0
Vec¢ smo pokazali da kvantizacija slobodnog skalarnog polja ¢ (x) koje zadovoljava Klein-Gordonovu jednadZbu

@+mPpe=0 , m?>0 (4.3.1)
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vodi na prostor stanja u obliku Fockovog prostora razapetog Cesticama mase m > 0 (jedne ili dvije vrste, ovisno o
tome da li polje realno ili kompleksno) koje su karakterizirane samo impulsom p dok im je energija dana s relativis-

tickom relacijom

Zakljucujemo da se radi o spin-0 Cestici (i antiCestici za kompleksno polje), pa je skalarno polje u stvari spin-0
polje.

4.4 Masivno spin-1 polje

4.4.1 Proca teorija
Kao §to smo vidjeli, o¢ekujemo da Ce Cestica spina-1 biti opisana 4-vektorskim poljem A (z). Najjedostavniji Poin-
caré invarijantni lagranzijan za realno 4-vektorsko polje je
1 gy m? L
gdje pretpostavljamo da je m # 0. Euler-Lagrangeove jednadZe daju jednadzbe gibanja
(O +m?*)A" =0 (4.4.2)

Vidimo da svaka komponenta zadovoljava Klein-Gordonovu jednadzbu.
Sad ¢emo pokazati da je ova teorija nekonzistentna. Kao prvo, uocite da LagranZijan (4.4.1) raspisan po kompo-
nentama daje

- —%(a“AO)(aHAO) A0 Z [ (9, A7) (9" A7) — ”;2(141)2}

LagranZijan izgleda kao da postoje 4 nezavisna slobodna spin-0 polja, s tim da doprinos polje A® ima "krivi predznak".
Iz ovog oblika LagranZijana ocito je da je gustoca energije dana s:

o0 _ 9L 0 02, M 0y 1< 172 he M
TO = —Ar — £ =2 |(A")? + (VA —(A = Al VA — (A

o a0+ ¢ >+2<>]+2]§_;[<>+( 4+ 5 ()
Vidimo da A" doprinosi energiji negativno $to vodi na problem stabilnosti vakuuma (nepostajanje vakuuma kao
stanja najniZe energije). Taj doprinos moramo nekako eliminirati, ali na Lorentz kovarijantan nacin $to znaci da ne

moZemo samo staviti A% = 0.

Rjesenje ovog problema leZi u konstataciji da (4.4.1) nije najopéenitiji lagranZijan "slobodnog" tipa (tj. bilinearan
u poljima), jer postoji jos jedna kvadrati¢na Lorentz invarijanta: (0, A, )(0” A*). Najopcenitiji relativisticki slobodni

lagranzijan je stoga )
1 b
£ = =5 (0uA,) (0" A) + 5 (9,4,)(9" A") + %A#A“ (4.4.3)

gdje je b neki zasad neodredeni realni parametar. Euler-Lagrangeove jednadzbe sada daju:
OA* — b9"9, A” + m*A* = 0
Ako djelujemo s 0, na gornji izraz dobijemo
[(1—b)0+m? 9,A" =0
Vidimo da za poseban slucaj kad je b = 1 jednadZba gibanja namece uvjet

A" =0 (4.4.9)
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$to nije dinamicka jednadZba (jer nema druge derivacije u vremenu) nego jednazba veze (eng. constraint). Uocite
da u ovom slu€aju polje zadovoljava jednadzbu (4.4.2).

Kako smo u prijasnjem odjeljku zakljucili da opCe polje A* sadrzi previse nezavisnih komponenti za opis spin-1
Cestice (i to bas jednu komponentu previse) odabrat cemo uvjet b = 1 i vidjeti kamo e nas to odvesti. LagranZijan
(4.4.3) tada postaje

1 1 m?
L= —5(8MAV)(8“A”) + 5((‘BMAV)(E)”A“) + 7AMA“

1 L m?
= —JFw P+ A, A (44.5)

gdje je F),, antisimetriCni tenzor ranga 2 definiran s:
F,, =0,A, —-0,A,

LagranZijan (4.4.5) se obi¢no naziva Proca lagranzijan. Euler-Lagrangeove jednadZbe daju

OuF™ +m?A” =0 =

2 _
{ (O+m*)A" =0 (4.4.6)

9 Al =0

Posto je veza (4.4.4) Poincaré invarijantna, kao i razdvajanje spina u 0 ¢ 1, moZemo biti sigurni da smo na ovaj
nacin eliminirali tocno spin-0 komponentu pa preZivljeli stupnjevi slobode opisuju samo spin-1. Sad ¢emo pokazati
da ova teorija ujedno nema problema sa stabilno$¢u vakuuma (za razliku od teorija s b # 1).

Gustoca energije za Proca teoriju je:

2
TO — g jny g g 4w
Op 4w 9

1 2 .
= _(E*+B?% + m [(A0)? + A?] + Ao (0, A") — Ao (O +m?*) Ao — 0;(AoFy’)
2 2 N

=0 =0 totalna derivacija

U prelasku iz prve u drugu jednakost koristili smo relacije

1
—§FWF’“’:E2—B2 gdiesu E;=F; , B=VxA

gdje se, po analogiji s elektrodinamikom, E = (F4, Es2, F3) i B = (Bj, By, B3) nazivaju elektri¢no i magnet-
sko polje.” Nakon $to upotrijebimo jednadZbe gibanja (4.4.6) te odbacimo irelevantni ¢lan koji je totalna derivacija
dobijamo da je gustoéa energije u Proca teoriji dana s

m2

2
Vidimo da je u klasi¢noj teoriji gustoca energije pozitivno definitna pa to vrijedi i za ukupnu energiju. Stanje najniZe
energije (klasi¢ni vakuum) je dan s A*(z) = 0 i ima gustoéu energije koja svugdje iSCezava.

Ukupna energija sustava je:

1 2
E = /d3xT00 = /d3x {2(E2 + B?) + % [(A0)? + AQ]}
Ocito je u klasi¢noj teoriji £ > 0 gdje je E = 0 samo za vakuumsku konfiguraciju A*(z) = 0.

U prirodi postoje masivne spin-1 Cestice, kako elementarne (W i Z bozoni) tako i kompozitne (p mezon,...), stoga
je Proca teorija vaZna za razmatranje.

700 _ %(Ea +B2) + T [(49)? + A7) (4.4.7)

*Uotite da E i B sama za sebe nisu Lorentz-kovarijantna polja, pa im shodno tome nema smisla dizati i spustati indekse.
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4.4.2 Kbvantizacija Proca teorije

Kao i za slobodno skalarno polje, spretno je koristiti Fourierov transformat:

Z/ 2m)3 2wp (ape &0 (0) €7 + 0l ) (p)* €#) (44.8)

gdje su E,(f) (p) polarizacijski bazni vektori.

Upotrijebimo sad jednadzbe gibanja (4.4.6). Jednadzbe (4.4.2) i (4.4.4) daju uvjete:

[ = wp = /pz + m2 7 pH ggr) (p) =0

Ova jedndZba je ujedno uvjet koji smanjuje broj nezavisnih polarizacijskih stanja na 3. Uzet ¢emo da su vektori

(o)

¢, (p) jedinicni i za dani p medusobno okomiti, tj. da vrijedi

El(f) (p)* 5(0’)“(p) = —0py
Na primjer, za p* = (wp, 0, 0, p,) moguéi izbor za polarizacijsku bazu je:

1
£(p) = (0.1,0,0) , £P(P)=(0,0,1,0) , =P(p)=—(p:0,0,wp) (4.4.9)

I I p
gdje za ¢ = 1,2 imamo transverzalnu polarizaciju, a za ¢ = 3 longitudinalnu polarizaciju. Polarizacijske bazne
vektore za druge smjerove impulsa moZemo dobiti rotacijom gornje baze.

U prakti¢nim primjenama ¢esto je potrebna suma po polarizacijama tenzorskog produkta polarizacijskih vektora,
koja u ovom slucaju glasi

3 &) (p) e (p) = —np + p:? (4.4.10)

Sve relacije koje smo zasad napisali su klasicne. Kvantiziranje Proca teorije primjenom kanonskih komutacij-
skih relacija, kao i u sluCaju skalarnog polja, vodi na to da operatori ap, i aI,U zadovoljavaju komutacijske relacije
operatora poniStenja i stvaranja:

[apo.al,] = (21) 0w 3 (p—q) [apos aqer] =0 4.4.11)

Preskocit éemo dokaz i zadovoljiti se time da pokaZemo da (4.4.11) vodi na konzistentnu relativisticku teoriju polja.
Uvrstavanjem (4.4.8) u izraz za energiju dobijamo za operator hamiltonijana:

z [ o (bt + aaonl )

= Z/ 3 Wp a po + 3 Eo (4.4.12)

gdje je Fp dan u (3.2.14). Za operator impulsa bi na sli¢an nacin dobili:
3
p
P= Z / @R pal,aps (4.4.13)
o=1
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Relacije (4.4.11)—(4.4.13) imaju isti oblik kao u slucaju kvantizacije skalarnog polja, jedina razlika je da sad postoji
spinski stupanj slobode. Stoga se konstrukcija prostora stanja i interpretacija mogu napraviti na isti nacin.
Za pocetak, definiramo vakuum |0) kao stanje koje ponistavaju svi operatori ponistenja ap,:

aps|0) =0

Potom izgradujemo bazu Fockovog prostora stanja tako da djelujemo konacan, ali neogranicen, broj puta s operato-
rima stvaranja ape:

P1O1,+ ,Puon) = V201 V2wadl, - al,

gdje ponavljamo proceduru za sve n € N. 1z izraza (4.4.12) i (4.4.13) slijedi da su ovako kreirana stanja svojstvena
stanja energije i impulsa sa svojstvenim vrijednostima:

nOn

|0> ’ Wy = ij

n n
E(pla7pn)zzw] ) P(pl)vpn)zzp]
Jj=1 Jj=1

Iz ovoga zakljucujemo da svaki kvant predstavlja slobodnu relativisticku Cesticu mase m i impulsa p; koja se moze
nalaziti u 3 razliCita stanja koja moraju predstavljati spin, $to znaci da polje opisuje spin-1 Cesticujerje2x 1+1 =3
(moZe se napraviti detaljna analiza operatora angularnog momenta koja to eksplicitno pokazuje, no neéemo gubiti
vrijeme na to).

Uslijed toga Sto operatori stvaranja medusobno komutiraju, moZemo zakljuditi da Cestice zadovoljavaju Bose-
Einsteinovu statistiku, tj. da su bozoni.

Zadatak 4.4.1: Dokazite (4.4.10).

Naputak: Jedan nacin na koji moZete rijeSiti ovaj zadatak je krenuti od jednostavnog posebnog izbora za impuls, npr.
p = 01 izrazi rezultat tenzorski pomocu 7, i p. Tenzorska jednadZzba koja vrijedi u jednom sustavu vrijedit e i u
svakom Lorentz transformiranom sustavu (a svaki impuls p moZemo dobiti Lorentzovom transformacijom iz p = 0).

4.4.3 Kompleksno Proca polje

Ukratko éemo razmotriti kompleksno Proca polje. U ovom slucaju lagranzijan je dan s:

1
——F}, F" +m?® Al A

£:2W

koji vodi na iste jednadZbe gibanja kao u (4.4.6). Energija je dana s:
E= /d3xT00 - /d3x [(ET-E+B'-B) +m?(4fdy + AT-A)]

Kompleksna Proca teorija posjeduje kontinuiranu U (1) simetriju:

Au(w) — Ay(a) = d*A,(e) .,  acR
koja vodi na Noetherin sa¢uvani naboj:
Q =iq / dx (P, — ALF©) (4.4.14)
Fourierov transformat je sada dan s:
1) =3 [ BB (o el o) 0 )
H e (QW)S\/M PO Cp PO “p
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Kanonska kvantizacija daje da bp, i bI,U predstavljaju dodatni nezavisni set operatora stvaranja i ponistenja pa pored
(4.4.11) imamo jos:

[bpaa b:rlg/] = (277)3 Ooor 53(p - q) ) [bpm bqa’} =0 , [apm bqa’] =0 , [apoa b:flg/] =0

Operatori bLo stvaraju kvante koji imaju ista svojstva u odnosu na masu, energiju, impuls, spin i ostale kinematicke
veliCine kao i oni stvoreni s a;rm, no razlikuju se po doprinosu U(1) naboju. Naime, lako se pokaZe da se operator

naboja moZe napisati kao: X
d*p
Q=q> / oo <ali_,(,apg - bLapr) (4.4.15)
o=1

Iz ovog izraza se vidi da svaka Cestica tipa a nosi naboj ¢, dok svaka Cestica tipa b nosi naboj —g¢, $to znaci da su
Cestice tipa b antiCestice od Cestica tipa a (i obratno).

4.5 Masivna slobodna bozonska polja. Generalizacija i rekapitulacija*®

Generalizacija na masivno polje proizvoljnog cjelobrojnog spina s € N je prili¢no direktna i ovdje ¢emo je ukratko
razmotriti. Ujedno ¢emo iskoristiti ovo poglavlje da napravimo saZetak vaznih univerzalnih relacija koje vrijede za
svaki cjelobrojni spin.

Kao sto smo ve¢ spomenuli, ocekujemo da Ce relativisticko spin-s polje biti opisano Lorentz-tenzorom ranga s,
Ay, .u,- MoZe se pokazati da je slobodno relativisticko polje cjelobrojnog spina s opisano sustavom jednazbi:

(O +m?) APk = , O ARETEs = ) 4.5.1)
ARG s AR s , Mg APLHI T HEHe = (4.5.2)

Za spin-0 polje relevantna je samo lijeva jednadzba u (4.5.1) (Klein-Gordonova jednadzba), dok su u slucaju s = 1

relevantne samo dvije jednadzbe u (4.5.1) (koje daju Proca teoriju). Za s > 2 jednaZbe u (4.5.2) izraZene rijeCima kaZu

da se radi o potpuno simetri¢cnom polju traga nula. Uocite da je samo lijeva jednadzba u (4.5.1) dinamicka jednazba

gibanja. Preostale tri jednadZzbe su jednadzbe veze Cija uloga je da isprojiciraju samo spin s multiplet. Napomenimo

samo da je za svaki s € N moguce napisati lagranZijan ¢ije Euler-Lagrangeove jednadZbe vode na (4.5.1)-(4.5.2).
Da bi se uvjerili da sustav jednadazbi (4.5.1)-(4.5.2) uistinu opisuje spin s polje treba uociti sljedece:

(i) ISsCezavanje 4-gradijenta i kontrakcije parova indeksa su Lorentz-kovarijantna svojstva, kao i svojstva simetric¢-
nosti na zamjenu indeksa. To znaci da ireducibilni spinski multipleti ne mogu "mijeSati" ova svojstva vec su
realizirani unutar njih.

(i1) Jednostavni kombinatoricki ra¢un pokazuje da tri jednaZbe veze ¢ine da polje koje ih zadovoljava posjeduje s
nezavisnih polarizacijskih stupnjeva slobode, §to se i ocekuje od spin-s polja.

U slucaju kompleksnog polja jednadzbe gibanja posjeduju U(1) internu simetriju:
APUBs () — elX AH1ps (z) 7 Y E€R

koja vodi na sacuvanu 4-struju i pripadni naboj. Veli¢ina ¢ je naboj polja koji je neodreden u slobodnoj teoriji.
Iz (4.5.1) i Cinjenice da postoji samo s nezavisnih polarizacijskih stupnjeva slobode slijedi da rjeSenja jednaZbi
moZemo napisati u obliku:

d3p o —ip-x o * _ip-xT
A/'Ll"',us (‘T) = Z a2 /o (apo' El(lll)"'ﬂs (p) € P + b;r)o' El(il)'"ﬂs (p) € P )

~ (27)3 /2wy

p’= wp = V/p? + m? ; p 5/(12)?'-#3(1)) =0 ) g(a)ﬁmmus(P) =0
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(o)

gdje potpuno simetri¢ni polarizacijski tenzori €,,,"..,,, (p) ¢ine bazu u polarizacijskom prostoru stanja s valnim vekto-
rom p. U slucaju realnog polja vrijedi bps = aps-

Kvantizacija se postiZe promoviranjem koeficijenata aps 1 bps u operatore koji zadovoljavaju komutacijske rela-
cije (dva nezavisna seta za kompleksno polje) operatora stvaranja i poniStenja:

laporaly)] = @06, B0 —a)  ,  [bposbl,] = (21)* 6,00 63(p — @)

dok su svi ostali komutatori izmedu operatora apg, al

po’> bps 1 bLU, jednaki nula. Operatori energije, impulsa i
sacuvanog naboja (u slucaju kompleksnog polja) su:

+ b, bpo) (4.5.3)

H= Z

pa

dp

paaPU + bpabPU)

d*p
=4 Z/ (27)3 (aiwapﬂ - bLapr)
o=1

gdje smo odbacili konstante iz H i @) koje, ako zanemarimo gravitaciju, ne igraju nikakvu ulogu. U slucaju realnog
polja ¢lanovi s operatorima by, ne postoje, kao ni naboj Q.

Fizikalni prostor stanja se konstruira sada veé standardnom procedurom tako da se krene od vakuumskog stanja
koje poniStavaju svi operatori poniStenja:

[ |0) : aps|0) =0 , bps|0) =0 (vakuum) (4.5.4)

a Cija energija i impuls ocito iSCezavaju. Preostali elementi baze prostora stanja se konstruiraju djelovanjem s konac-
nim ali neograni¢enim brojem operatora stvaranja aI,U i bI,U

[P101, "+, PnOn; P101, "+, PkOk) = V2w1 -V 2wn V201 - - - /20, a;f,m o pnaannm pkak’())

i svojstveni su vektori operatora energije, impulsa i naboja sa svojstvenim vrijednostima danim s

n k n k
Jj=1 J=1 j=1 j=1

Ocito je da svaki pojedini kvant koji stvore operatori stvaranja nezavisno nosi energiju, impuls i naboj dan s:

E(p)=+vp*+m? Plp)=p , Q= +q

.

gdje se predznak + u naboju odnosi na kvante tipa a, a predznak — na kvante tipa b. 1z toga moZemo zakljuciti:

Svaki kvant kreiran operatorima stvaranja ima svojstva slobodne relativisticke cestice mase m i spina s i
koja nosi impuls p i projekciju spina odredenu s o. PoSto Cestice tipa b nose suprotan naboj od Cestica tipa
a kazemo da je b anticestica Cestice a. U slucaju realnog polja postoji samo jedna vrsta Cestica koja ne nosi
naboj i za koju kaZemo da je sama sebi anti¢estica. Cestice su medusobno neraspoznatljive i zadovoljavaju
Bose-Einsteinovu statistiku, tj. radi se o bozonima.
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Normalizacija stanja je takva da za vakuum uzimamo (0]0) = 1, iz ¢ega slijedi da su jednodesti¢na stanja norma-
lizirana tako da vrijedi

[ (polp'd’) = (27r)3 2wp 050 (53(p -p)

4.6 Bezmaseno spin-1 polje. Maxwellova teorija

Sada ¢emo preci na razmatranje bezmasenih polja. Vidjet ¢emo da za neiScezavajuci spin bezmasenost dovodi do
pojave nove vrste simetrija, tzv. lokalne interne simetrije ili bazdarne simetrije. Fokusirat ¢emo se na najvazniji
slucaj spin-1 polja, a viSe spinove ¢emo samo kratko komentirati. Kao primjer interagirajuce teorije koja ukljucuje
bezmaseno spin-1 polje razmotrit éemo Maxwellovu teoriju (ili elektrodinamiku) koja opisuje elektromagnetska
medudjelovanja.

4.6.1 Slobodno bezmaseno spin-1 polje

Ako u lagranZijan za realno Proca polje (4.4.5) stavimo m = 0 lagranZijan postaje:

1

[,:4

F, F* , F., =0,A, —0,A, (4.6.1)
a pripadna Euler-Lagrangeova jednadzba daje
0, F" =0AY — 0"(0,A") =0 (4.6.2)

S$to su Maxwellove jednadzbe u vakuumu. Dakle, teorija kojom ¢emo se baviti u ovom odjeljku je formalno ekviva-
lentna elektrodinamici pa ¢emo se referirati na nju kao na Maxwellovu teoriju, a Cestice kvantiziranog polja A, ¢emo
zvati fotoni.

Ako bi probali dobiti sve rezultate naivnim limesom m — 0 u formulama Proca teorije, naisli bi na probleme. Na
primjer, postoji problem s longitudinalnom polarizacijom jer iz (4.4.9)

(3) m—0 ‘p| m—0
e, (p) — — (1,0,0,1) —— 00 (1,0,0,1)
m

vidimo da nije dobro definirana u limesu. No, to da bi moglo biti problema s jednom polarizacijom i nije neoc¢ekivano
jer smo vidjeli da bezmasene Cestice posjeduju samo 1 ili 2 polarizacijska stanja pa moZemo ocekivati da je limit
singularan jer vodi na diskontinuirani prijelaz 3 — 2 u dimenziji spinskog prostora stanja. Stoga, umjesto da pokusa-
vamo raditi limes m — 0 krenut éemo s analizom otpocetka i samo koristiti one formule iz Proce teorije koje su ocito
regularne u limesu.

Jednadzba gibanja (4.6.2) raspisana po komponentama glasi

V240 + 0y(V-A) =0 (4.6.3)
DA +V-(Ag+V-A)=0 (4.6.4)

Posebnost teorije s m = 0 je da posjeduje baZdarnu simetriju (eng. gauge symmetry):

Au(x) — Al (x) = Au(z) + dux(x) (bazdarna transformacija)

gdje je x(x) proizvoljna realna funkcija.

Bazdarna simetrija je lokalna simetrija jer se polje u razliitim toCkama prostor-vremena razli¢ito transformira
(parametar transformacije je funkcija na prostor-vremenu). Posebnost ovih transformacija je da ne mijenjaju fizi-
kalno stanje, tj. konfiguracije polja povezane bazdarnom transformacijom opisuju isto fizikalno stanje. Stoga, da bi
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prebrojali stvarne fizikalne stupnjeve slobode moramo se “rijesiti” onih nefizikalnih, §to se moZe napraviti odabirom
bazdarenja (eng. gauge fixing).
Na kursu iz elektrodinamike smo koristili Lorenzovo baZzdarenje koje glasi:

9 A" =0

Lorenzovo bazderenje je spretno u klasi¢noj elektrodinamici jer bitno pojednostavljuje jednadZbe gibanja i €ini ih
lakSim za rjeSavanje i manipuliranje, a k tome je i Lorentz kovarijantno. No, za nase potrebe ovdje nije dovoljno
dobro jer se njime ne rjeSavamo svih nefizikalnih stupnjeva slobode. Razlog je $to ono dozvoljava klasu bazdarnih
transformacija u kojima x(x) zadovoljava

Ox(z) =0 (4.6.5)

$to znaci da baZzdarenje nije u potpunosti fiksirano.
Za ove potrebe bolji odabir je tzv. Coulombovo baZdarenje definirano s:

V-A=0 (4.6.6)

Uvrstavanje Coulombovog bazdarenja u (4.6.3) daje jednadzbu za Ay (z):
VZA)=0

koja, nakon Sto upotrijebimo sada vec standardnu pretpostavku o iS€ezavanju polja u prostornoj beskonacnosti,
lim |00 Au(t, %) = 0, ima samo trivijalno rjeSenje: !0

Ag(z) =0 (4.6.7)

Uvrstavanje (4.6.6) 1 (4.6.7) u (4.6.4) daje:

OA=0 (4.6.8)

Sustav jednadzbi (4.6.6)—(4.6.8) ¢ini Maxwellove jednadzbe za slobodno polje u Coulombovom baZdarenju. Vi-
dimo da su jednazbe u Coulombovom bazdarenju jo§ jednostavnije nego u Lorenzovom baZdarenju, no cijena koju
pla¢amo je gubitak manifestne Lorentz kovarijantnosti (jer (4.6.7) nije Lorentz kovarijantna jednakost). To je
naravno posljedica Cinjenice da Coulombov baZzdarni uvjet nije Lorentz kovarijantan. Naravno, mi o¢ekujemo da je
teorija i dalje Lorentz kovarijantna (klasi¢na svakako je, za kvantnu tek treba pokazati), samo smo odabirom bazdare-
nja odlucili koristiti "Lorentz nekovarijantan formalizam".

Razmotrimo sada rjeSenja Maxwellovih jednadzbi (4.6.7)—(4.6.8) u obliku Fourierovog transformata:

2
_ d3p (o) —ip-x t (o) x _ip-x
A@)—; / TR (ape €@ (B) €7 + 0 ) (p)* €77 469)

2wp

U izrazu smo odmabh anticipirali da postoje samo dva nezavisna polarizacijska stanja (od moguca 3) zbog bazdarnog
uvjeta (4.6.6). UvrStavanje u (4.6.8) i Coulombov bazdarni uvjet (4.6.6) daje:

[ P —wn—lp| ,  p-e@(p)=0 ]

1074 razliku od jednadZbe (4.6.5) koja posjeduje netrivijalna rjeSenja s propagirajuéim valnim paketima.
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Desna jednakost je uvjet transverzalnosti na polarizaciju. Ponovo ¢emo pretpostaviti da su bazni vektori polarizacije

ortonormirani: ,
E(U) (p)* ’ E(U )(p) = g0

Za poseban slucaj p = (0, 0, p,) mozemo odabrati za polarizacijsku bazu:
eDp)=(1,00 , eV(p)=(010

Ovakvi vektori polarizacije opisuju linearnu polarizaciju. Drugi u praksi vaZan odabir baze je

1 1
B (p) = — (1.4 L) (p) = — ;
€ = 1,2,0 , € = 1,—1,0
(p) = 5 (1i.0) (p) = 5 (1,-i.0)
Ovi vektori baze pak opisuju cirkularne polarizacije, i svojstvena su stanja heliciteta (projekcije angularnog mo-
menta na smjer impulsa, $to je z-0s u ovom primjeru).

4.6.2 Kbvantizacija slobodnog bezmasenog spin-1 polja

Nakon kvantizacije, veli€ine ap, iz (4.6.9) postaju operatori. Cilj je konstruirati prostor stanja i doznati kako ovi
operatori djeluju na njemu. U tu svrhu mogli bismo primijeniti formalizam kanonske kvantizacije. No, u ovom
slucaju procedura nije toliko jednostavna jer u sustavu postoje veze i prvo bismo morali shvatiti kako se kanonska
procedura modificira kad postoje veze. Ovu proceduru ¢emo odloziti za narednu vjeZbu i umjesto toga posluZziti se
analogijom s kvantizacijom spin-0 polja.

Da bi vidjeli da postoji potpuna analogija, napisat ¢emo operatore energije i impulsa pomocu operatora ap 1 aLU.
Uvrstavanje (4.6.9) u Noetherine izraze za energiju i impuls daje:

1 ) 1S a3
H= 3 /d?’x [A2 + (V x A)Q] =3 ;/ (27rl))3 Wp (anJ Gpo + Upo ana)

2
A , 3 d’p
o=1

Iz uloge koju operatori ap, 1 aI,U imaju u Fourierovom transformatu polja, te nacina kako ulaze u izraze za energiju
i impuls, prirodno je pretpostaviti da igraju ulogu operatora stvaranja i ponistenja za ovu teoriju, tj. da zadovoljavaju
komutacijske relacije:

[apg, ajm,] = (27)3 640 63 (P — q) , [apo, aqo/] =0 (4.6.10)

Prostor stanja se konstrurira na isti nacin kao za realno spin-0 ili masivno realno spin-1 polje. Dobijamo Fockov
prostor stanja slobodnih relativistickih bezmasenih spin-1 Cestica, gdje se Cestice kreiraju djelovanjem operatora stva-
ranja ajlg i karakterizirane su impulsom p i helicitetom o, s tim da postoje oba helicitetna stanja jer je u Maxwellovoj
teoriji realizirana simetrija pariteta (koju ¢emo analizirati malo kasnije). Cestice su medusobno neraspoznatljive i
zadovoljavaju Bose-Einsteinovu statistiku. Zbog formalne identi¢nosti ove teorije s teorijom kvantiziranog slobod-
nog elektromagnetskog polja ove bozonske Cestice se kolokvijalno obi¢no nazivaju fotoni i mi ¢emo od sada nadalje
koristiti ovaj naziv.

Vjezba 4.6.1: PokaZite da se (4.6.10) moZe dobiti metodom kanonske kvantizacije sustava s vezama.

Dokaz: 1z lagranzijana (4.6.1) slijedi da su kanonski impulsi 7#(x) pridruZeni komponentama polja A, () dani s:

70 = (,ifo =0 (4.6.11)
Y .
77‘7 :TA?:—A‘]—a]AOZE]
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gdje je E = (E1, B, E3) elektricno polje. Relacija za 7 je primjer veze, jer nam o&ito govori da nisu sve kanonske
varijable nezavisne dinamicne varijable. Ova teorija ima jo§ jednu vezu danu Maxwellovom jednadZbom

V-E=0 == V-r=0 (4.6.12)

Odabir Coulombovog baZdarenja daje jo§ dvije veze:
Ag=0 (4.6.13)
V-A=0 (4.6.14)

Maxwellova teorija ima ukupno 4 veze, od kojih su dvije u konfiguracionom prostoru (razapet s A, (x)), pa moZemo
ocekivati da ¢e postojati samo 2 nezavisna polarizacijska stupnja slobode, $to upravo odgovara onom §to o¢ekujemo
od bezmasene spin-1 Cestice u prisustvu paritetne simetrije.

Poissonove zagrade za kanonske varijable su po definiciji uvijek iste, bez obzira ima li veza ili ne, i u ovom slucaju
glase:

{Au(x,t), 7" (y,t)} = 5}, Bx—y) , {A.(xt), Ay, )}=0 , {7x,t),7(y,t)} =0
Primjenom standardne "naivne" procedure kanonske kvantizacije prostom zamjenom Poissonovih zagrada s komuta-
torima polja (koja postaju operatori) pomnoZenim s 1 /i dobili bi

Ap (1), 7 (v, D] = i P (x—y) , [Au(8), Ay, D] =0, [t (x,1),7(y, 1) =0 (46.15)

no, ocito je da to ne moZe biti jer ovi komutatori nisu konzistentni s vezama (4.6.11) 1 (4.6.13). Ako u prvoj jednakosti
u (4.6.15) odaberemo i = v = 0 dobijamo:

[Aog(x,t), 70y, t)] =i 0%(x —y) #0 (4.6.16)

Sto je u ocitoj kontradikciji s (4.6.11) i (4.6.13). Ako pak u istoj jednakosti odaberemo p = j ,v = k i djelujemo s
00y i sumiramo po k = 1,2, 3, odnosno deriviramo po 9/ i sumiramo po j = 1,2, 3 dobijamo:

A,68) .V - Bly,t)] =i 5= 8 (x = 3) 0

V- AGe, ), Bily, 0] = i 5 00— ¥) £ 0

$to je u suprotnosti s (4.6.12), odnosno (4.6.14). Kvantizaciju sustava s vezama razvio je Dirac i pokazao da ono §to
korespondira komutatoru (antikomutatoru u sluc¢aju fermionskih polja) nije Poissonova zagrada ve¢ jedna druga vrsta
zagrade koju nazivamo Diracova zagrada a koja se konstruira iz Poissonove zagrade i jednadZzbi veza (i jednaka je
Poissonovoj zagradi za sustave u kojima nema veza). Mi neCemo razvijati Diracov pristup (koji je objaSnjen u npr.
Weinbergovom udzbeniku, Vol. 1, poglavlje 7) ve¢ ¢emo "pjesacki"” pronadi ispravne komutatore polja.

Relacije (4.6.11) i (4.6.13) su jasne, one nam kaZu da par kanonskih varijabli A i 7" naprosto ne postoji (operatori
su identi¢no jednaki nula). Sto se (4.6.12) i (4.6.14) ti¢e, ocito je da moramo zahtijevati da sva polja komutiraju s
operatorima V-E iV - A pastoga i polje A;(z). Ideja je da "malo deformiramo" izraz na desnoj strani u (4.6.16) tako
da su uvjeti veza zadovoljeni, Sto znaci da funkciji 6 §3(x —y) trebamo dodati nesto tako da je zbroj bezdivergentan

u oba indeksa: 3
Z 2650 (x) = 0= 00 (x)
k=1

Konstrukcija je najlakSa ako koristimo Fourlerov transformat. U tom slucaju nije tesko zakljuciti da je

3
(tr) &P ipx (s PiPk
5500 = [ e (on -2

unikatno rjeSene koje zadovoljava uvjete iS¢ezavanja divergencija a dobije se tako $to se J;, 83 (x) funkciji doda nesto.
Dobili smo da su kanonski komutatori u ovoj teoriji dani s:

[Aj (X7 t) 77Tk(y7 t)] = —1 552) (X - Y> ) [AJ (X7 t) 7Ak (yv t)] =0 ) [Trj (X7 t) 77rk(Y7 t)] =0

Za vjezbu moZete pokazati da je ovaj set komutacijskih relacija u potpunosti ekvivalentan setu relacija (4.6.10).
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4.6.3 Kovarijantna derivacija i minimalno vezanje

Vidjeli smo da teorija slobodnog bezmasenog spin-1 polja posjeduje bazdarnu invarijantnost. Nakon ukljucivanja
medudjelovanja, baZdarna invarijantnost mora i dalje vrijediti jer bi inace nefizikalni stupnjevi slobode mogli
"uskrsnuti" i dovesti do problema poput neunitarnosti ili razli¢itih naruSenja Lorentzove simetrije s popratnim
pojavama kao $to su naruSenje kauzalnosti.
Kao primjer, razmotrimo vezanje fotona na skalarno polje ¢(z). Najjednostavnije Poincaré invarijantno vezanje
ova dva polja je dano s
Ling = ¢ A 0 Oy (4.6.17)

Vidjeli smo da se na bazdarne transformacije A* transformira kao
A; = A, +0ux (4.6.18)
gdje je x(x) proizvoljno realno skalarno polje, §to daje
Ling = q (A" + 0"X)@ 0up = Ling + ¢ (9"x) ¢ Oup

Da bi akcija bila invarijantna, zakon transformacije skalarnog polja ¢ — ¢’ bi morao biti takav da je ukupni lagran-
Zijan L invarijantan (do na totalne derivacije) na ukupnu transformaciju. U teoriji sa samo jednim realnim skalarnim
poljem, lako se mozZe vidjeti da takva simetrija ne postoji. PoSto se iz uvjeta realnosti skalarno polje moze transformi-
rati samo na nacin ¢’ = 4, jedini na¢in za vezati fotonsko polje i realno skalarno polje na bazdarno invararijantan
nacin je koriStenjem bazdarno invarijantne jakosti fotonskog polja F,,,. Najjednostavniji interakcijski lagranZijani bi
bili oblika

Line = (Fuw)? £ ()

gdje je f neka funkcija (koja u sluCaju minusa u zakonu transformacije ¢ mora biti parna). No, kao $to ¢emo vidjeti,
ovakvo vezanje ima potpuno drukcija svojstva od vezanja u (4.6.17) i sila izmedu tockastih naboja nije Coulombovog
tipa. Pored toga, ovakva interakcija vodi na nerenormalizabilne teorije (ovaj pojam ¢emo objasniti kasnije).

No, za kompleksno skalarno polje postoji bazdarno invarijantan Ly slican onom u (4.6.17) koji moZemo kons-
truirati ako uzmemo da se skalarno polje transformira na bazdarne transformacije na sljedeéi nacin

Ovo je grupa lokalnih U (1) transformacija. Razmotrimo kako se transformira lagranzijan slobodnog skalarnog polja.
Kao prvo, ocito da je maseni ¢lan invarijantan

T =ty

No, zbog postojanja derivacija kinetic¢ki ¢lan nije invarijantan jer se derivacija ne transformira kao skalarno polje u
(4.6.19) ve¢ kao

e’ = e'ax O + iQ(auX)ein(P = eiqx(au +1q Oux)ep (4.6.20)

Pravila transformacije (4.6.18) i (4.6.20) vode na ideju — ako kombiniramo derivaciju i A, u kovarijantnu derivaciju
definiranu s:

[ Dyp =0up —igAup (kovarijantna derivacija) (4.6.21) ]

vidimo da se ova transformira na lijepi na¢in na U (1) bazdarnu grupu

(Dup)' = Dy’ = (0, + igAy)p = ¥ Dy
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od Cega i dolazi pridjev “kovarijantna”. Iz ovog zakona transformacije vidimo da imamo 3 “lijepe Lego kockice” koje
se kovarijantno transformiraju i na Lorentzove i na baZzdarne transformacije,

14 ? Du‘P ) F;U/

i koje (skupa s njihovim hermitski konjugiranim partnerima) onda moZemo jednostavno kombinirati za dobijanje
prihvatljivih ¢lanova u lagranzijanu (koji su skalari i na Lorentzove i na baZzdarne transformacije). Na primjer, vidimo
daje

(D)t (DH) invarijantno na bazdarne transformacije
pa taj operator mozemo koristiti u lagranZijanu umjesto kineti¢kog ¢lana |9,,¢[*.

Najjednostavniji lagranZijan koji sadrZzi kompleksno skalarno (spin-0) polje i bezmaseno spin-1 polje u medudje-
lovanju je

1
LD = _ZFWFW + (DMQO)T(DM()D) = m2ngcp (4.6.22)

Ova teorija se obi¢no naziva skalarna elektrodinamika.

Vazno je uociti generalni princip kojim se moZe vezati bezmaseno spin-1 polje A, (x) (''bazdarno polje') na bilo
koji skup polja ¢, (x), r = 1,...,n (“materija”) s lagranZijanom (prije vezanjana A,) L, koji posjeduje globalnu
U (1) internu simetriju na transformacije:

PL(x) =X (x) ,  Liya = Lmat (4.6.23)

gdje je x proizvoljan konstantni realni parametar. U tom slucaju se procedura za konstrukciju bazdarno invarijantnog
lagranZijana u kojem polja ¢, medudjeluju s A, sastoji od dva koraka:

1. U lagranZijanu materije Ly,¢ zamijenite derivacije po prostor-vremenu s kovarijantnim derivacijama, 0, —
D,.

2. Dodajte lagranZijanu ¢lan koji opisuje slobodno elektromagntno polje, L4 (F) = —F,, F* /4.

Ovaj prijepis, koji se naziva minimalno vezanje, a koji prevodi teoriju s globalnom internom U(1) simetrijom u
teoriju s lokalnom (bazdarnom) simetrijom se moZe matematicki saZeti na sljedeci nacin:

1
Limat (¢, 09) — £ = Linar(¢, DY) — 7 Fp I (4.6.24)

gdje je D kovarijantna derivacija definirana u (4.6.21).

Komentari vezani uz minimalno vezanje:

e Uocite da minimalno vezanje ne daje najopéenitiji bazdarno invarijantni lagranZijan, jer je uvijek moguée dodati
¢lanove koji sadrze dvije ili vise derivacija polja, poput F2|¢|?, |D¢|?|¢|?, |Dé|* i dr. Kao $to éemo vidjeti,
bitna razlika je u tome da su ¢lanovi koje generira minimalno vezanje renormalizabilni, dok su svi ekstra
¢lanovi nerenormalizabilni.

e Princip minimalnog vezanja moze se proSiriti na opCenitije baZzdarne grupe, uz razliku $to u tom slucaju: (i)
nemamo samo jedno baZdarno polje vec ih ima onoliko kolika je dimenzija Liejeve algebre baZdarne grupe,
Al (x) (ii) tenzor jakosti bazdarnog polja 4" (x) posjeduje i nelinearne Elanove.
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Vjezba 4.6.2: Pronadite jednadzbe gibanja za skalarnu elektrodinamiku.

Rjesenje: Najbolje je prvo raspisati lagranZijan (4.6.22):
Ly = —%FWF’“’ + (up")(0"9) —ig A" (9 8’ — Oup o) + P A A OTo —mPolp (4625
Primjena Euler-Lagrangeove jednadzbe za o' daje
(O4+m?)p = i2q A" 0 + iq(0, A" ) + qQAHA“go
dok Euler-Lagrangeova jednadzba za A, daje:
0A, — 0,(0,A”) = iq(go 8#<pT — Oup (pT) - 2q2A#4pT<p

Iz jednadzbi je vidljivo da ¢, osim $to je naboj koji nosi polje ¢ (odnosno, naboj Cestice koju ponistava polje )
istovremeno igra ulogu konstante vezanja.

4.6.4 Bazdarna simetrija i sacuvane struje

Razmotrimo pobliZe vezu izmedu baZzdarnih simetrija i saCuvanih struja. U definiciji minimalnog vezanja krenuli smo
od polja materije ¢, i pripadnog lagranZzijana L£,,¢[¢] koji posjeduje globalnu internu simetriju s jednoparametarskom
U(1) grupom C¢ije djelovanje je dano u (4.6.23). 1z Noetherinog teorema znamo da onda mora postojati pripadna
sacuvana struja dana s

OLmat
L ——% g0 (4.6.26)
J(0) — 9 Dutpr)
Nakon uvodenja minimalnog vezanja dobijamo novu teoriju s “prosirenim” lagranzijanom L[¢, A], danim u (4.6.24),
koji je sada invarijantan na vecu, lokalnu, U (1) simetriju ¢ije djelovanje je dano u (4.6.19) i (4.6.18). Posto je teorija
i dalje simetri¢na na globalne U (1) transformacije, za koje je x(x) = x = konst, u “prosirenoj” teoriji i dalje postoji
Noetherina sacuvana struja j* dana s

Z 5 mr quczﬁr

Zbog dodatnih ¢lanova u lagranZijanu izraz za struju ¢e se promijeniti, no ocito je da ée vrijediti

o) = }gn}oj 4.6.27)
U nekim teorijama, poput spinorne elektrodinamike, j&)) i j* su jednaki, tj. saCuvana struja ne ovisi o bazdarnom
polju A4,,.

Postoji opéi teorem koji povezuje sacuvanu struju i vezanja polja materije i baZzdarnog polja u lagranzijanu:

Vezanje na bezmasenu spin-1 ¢esticu mora biti takvo da je dio lagranZijana linearan u A, jednak
linearnom dijelu od A,,j*, gdje je j* sacuvana struja (9,,j* = 0).

Dokaz: Znamo da u teoriji prije minimalnog vezanja vrijedi

OxLnacl¢] = (9u)ifg) + O()
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Primjenom minimalnog vezanja Lmat[¢] — L[¢, A] i zakona transformacije bazdarnog polja 6, A, = —d,x iz
gornjeg izraza i invarijantnosti lagranzijana 6, L[¢, A] = 0 moZemo zakljuciti da mora vrijediti

[,[qb, A] = Lmat[¢] + Au ]ég) + O(AZ) = £mat[ﬁf)] + Au j# + O(AQ)

gdje smo u zadnjoj jednakosti iskoristili (4.6.27). Time smo dokazali teorem.

Vjezba 4.6.3: Pokazite eksplicitnom konstrukcijom valjanost gornjeg teorema u skalarnoj elektrodinamici.

Rjesenje: U ovom slucaju La¢[¢] je dan s:

Linatle] = (9u97)(0"0) —mP¢Te (4.6.28)

pa su bazdarna transformacija i pripadna struja jg)) dane s:!!

P=cp ol =gt =l = ig(poret — (9up)e) (4.6.29)

Nakon minimalnog vezanja dobijamo lagranZijan skalarne elektrodinamike, eksplicitno napisan u (4.6.25), iz kojeg
se moZe dobiti sacuvana struja:

P = iq(goal‘(pT — (Oﬂgo)gof) + 2% At ol = jég) +2¢% Akl (4.6.30)

Iz ovog izraza vidimo dvije stvari. Jedna je da je (4.6.27) ocito zadovoljeno, a druga je da je dio lagranzijana (4.6.25)
linearan u A, jednak A, jfg).

4.6.5 Wardovi identiteti

Razmotrimo proces u kojem imamo odredeni broj fotona u ulaznom i izlaznom stanju. Razmotrimo za pocetak
jedan foton iz npr. ulaznog stanja koji nosi 4-impuls p i nalazi se u polarizacijskom stanju kojem je priduZen vektor
polarizacije ¢ (p). Tako jo§ nismo razmotrili Feynmanova pravila za bezmasene spin-1 Cestice moZemo po analogiji
sa skalarnim poljem pretpostaviti da je vanjskoj liniji pridruzen polarizacijski vektor koji stoji uz pripadni operator
poniStenja (za ulazne Cestice) odnosno operator stvaranja (za izlazne Cestice). To znaci da ¢e ulazni foton doprinositi
S-matrici u Feynmanovom dijagramima s faktorom ¢, (p), $to pak zna¢i da invarijantna amplituda rasprienja M za
razmatrani proces mora biti oblika'?

M =l (p)M, (4.6.31)

Radi jednostavnosti razmotrimo prvo poseban slu¢aj u kojem se p nalazi na z-osi. Posto je e#(2z) jedna od fizikalnih
polarizacija, moZe se napisati kao linearna kombinacija baznih vektora

ey =(0,1,0,00 ,  efy) =(0,0,1,0)

'Sjetimo se da u Noetherinom izrazu za struju (4.6.26) polja ¢ i ' tretiramo kao nezavisna.

"2Radi preglednosti izraza ne pisemo eksplicitno varijable o kojima ovisi M, a to su impulsi i polarizacije svih Cestica koje sudjeluju u
procesu, bilo u izlaznom ili u ulaznom stanju. Primjena Lorentzove transformacije implicira transformaciju ovih varijabli. Npr. tvrdnju da je
M Lorentz skalar u stvari treba Citati kao

M'(p1,0%;.. i, 00) = M(p1,015. .. P, On)

gdje su pj = Ap;, a o Lorentz transformirane fizikalne polarizacije.
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Razmotrimo sada kako se fizikalne polarizacije transformiraju na Lorentzove transformacije koje pripadaju maloj
grupi od p, koje zadovoljavaju

A*y PV = pM

U posebnom slucaju koji smo odabrali imamo p* = p* = (|k|, 0,0, k). Za razumijevanje §to se dogada djelovanjem
male grupe u ovom posebnom slucaju dovoljno je razmotriti specificnu transformaciju danu s:

3 1

2 10 —3

_ 110 -1
no_

A% 0O 01 O

1 1

2 L0 3

Lako se pokaze da A*, spada u pravu Lorentzovu grupu i $tovise malu grupu od p*. Eksplicitni ra¢un daje:

1

_ 1 Pt
novo _ M 0
A veEn = | =e&nq) t 7]

1

Vidimo da Lorentzove transformacije produciraju nefizikalnu longitudinalnu polarizaciju. Ovaj rezultat je sasvim
opCenit — ako je £#(p) proizvoljna fizikalna polarizacija za foton impulsa p#, Lorentzove transformacije ¢e opéenito
djelovati na nacin:

M) =Ny e (p) =) +ep™  , pH =AM (4.6.32)

gdje je ¢ neki broj koji ovisi 0 A i p, a ¢#(p’) neka fizikalna polarizacija za 4-impuls p’. Zadnji ¢lan je ocito nefizikalna
longitudinalna polarizacija za koju znamo da se, iz analize unitarnosti u odjeljku 4.2.3, ne smije pojavljivati $to znaci
da ovaj doprinos mora nekako iS¢ezavati u mjerljivim veli¢inama ako je teorija unitarna. Gornju relaciju stoga treba
Citati da Lorentzova transformacija A prevodi fizikalnu polarizaciju e (p) u fizikalnu polarizaciju e (p).

Vratimo se sada na izraz (4.6.31). PoSto Lorentz kovarijantnost teorije zahtijeva da je M Lorentz skalar, M, se
mora transformirati kao 4-vektor:

/
M, =AM,
To znaci da se M transformira na Lorentzove transformacije u skladu s
M =P YM;, = (p )M, + cpt M,

No, ralun napravljen direktno za proces s “crtkanim” varijablama (p/, £'(p’) i dr.), napravljen na isti na¢in kao s
necrtkanim (p, (p) i dr.) koji daje M = £/ (p).M,,, bi dao kao rezultat

M = (p )M,

Sto znaci da Lorentz kovarijantnost zahtijeva da vrijedi (nakon $to maknemo nepotrebne crtice):

M, =0 za svaki foton (4-impulsa p) u ulaznom ili izlaznom stanju

Ova relacija se zove Wardov identitet i moZe se dokazati da je zadovoljena za sve procese u kvantnoj elektrodi-
namici. Narusenje Wardovog identiteta bi povuklo za sobom ili naruSenje Lorentz kovarijantnosti ili unitarnosti (ili
oboje).

Wardov identitet je blisko povezan s bazdarnom invarijantnoséu. To se najlakse vidi ako se uoci da relacija
(4.6.32) inducira transformaciju bazdarnog polja oblika:

2
) d3p o —ip-x o * _ip-T
Al (z) = Au(x) + dux ; x(x) =—1 El/ @n)%\/Zp <apg A9 (p)e P 4 aIm A9 (p)* e )

Sto je upravo bazdarna transformacija.
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4.6.6 Wardovi identiteti i polarizacijske sume

U prakti¢nim rac¢unima u procesima ¢esto nam trebaju udarni presjeci sumirani po polarizacijama (tzv. nepolarizi-
rani procesi). U tim situacijama pojavljuje se polarizacijska suma

2
> b)) o)
o=1

U slucaju masivnog spin-1 polja rezultat je dan u (4.4.10). OCcito je da je limes m — 0 singularan pa moramo
rezultat naci na neki drugi nacin. U stvari ovo nam sugerira da polarizacijska suma za bezmaseno polje i nije Lorentz
kovarijantna. To nam potvrduje i eksplicitni racun koji daje:

2
X 1 I
> etp) ellp) = " + o] P+ PP) (4.6.33)
o=1

gdje je p* = (wp, —p). Ako upotrijebimo ovaj izraz u izrazu za udarni presjek, koji je proporcionalan | M |2, koriste¢i
logiku iz prethodnog odjeljka imamo

SOIME = 3[R 0) Mo (p) 2 = M) M (p) S ()" 4 (p)
= M ()M, () + 2‘1p| WD + 50" Mou(p) M (p)

Posto je po Wardovom identitetu p* M, (p) = 0, vidimo da drugi ¢lan i§¢ezava. Kao posljedica u prakti¢nim racunima
kad | M|? sumiramo po polarizacijama ulaznih i/ili izlaznih fotona Wardov identitet nam kaZe da moZemo koristiti:

Z el(p)* el (p) — —nt (uz primjenu Wardovog identiteta) (4.6.34)

Zadatak 4.6.4: Dokazite (4.6.33).

Naputak: MoZete primijeniti isti trik kao $to smo napravili u slucaju masivnog polja, a to je prvo napraviti racun za
odabir p* = (|p|, 0,0, p), a onda primjenom rotacija dobiti izraz za generalni impuls.

4.6.7 Fotonski propagator

Vidjeli smo da nam za Feynmanov perturbativni racun trebaju vremenski uredene 2-toCkaste korelacijske funkcije
slobodnih polja jer one daju propagator, pa ¢emo sad konstruirati pripadni propagator za U (1) bazdarno polje. U tu
svrhu trebamo:

d4p
(2m)*

(O[T {A™ () A ()}]0) = i / e~ @) T () (4.6.35)

Sto je u stvari definiciona relacija za funkciju T (p)-

Direktni ra€un bi iSao koriStenjem raspisa kvantiziranog polja putem operatora stvaranja i ponistenja i koriStenjem
njihovih komutacijskih relacija i svojstava polarizacijskih vektora u Coulombovom (ili nekom drugom) baZzdarenju.
No, takav racun, osim §to je dugacak, bi nam nuZno dao izraz koji nije manifestno Lorentz kovarijantan. Umjesto
toga, iskoristit éemo bazdarnu invarijantnost i pretpostaviti valjanosti Wardovog identiteta i konstruirati propagator
metodom Greenovih funkcija (sjetite se da je propagator ujedno i Greenova funkcija pomnoZena s ¢). Ova procedura
je spretna i elegantna i koristi samo klasi¢nu fiziku.
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Krecemo od jednadzbi gibanja za U (1) bazdarno polje vezano na vanjsku struju j*(z):
OA, — 9,(0,A%) = j, (4.6.36)

koju Zelimo rijesiti metodom Fourierovog transformata. Prelazak u p-prostor

4 ~ 4 e
W)= [ R e = [ )

vodi na korespondenciju d,, — —ip,,, pa jednadZa gibanja (4.6.36) u p-prostoru glasi:

(=p* N + pup) A (p) = 7*(p) (4.6.37)

Po definiciji, Greenova funkcija I1,,, (x, y) je inverz diferencijalnog operatora u jednadzbi gibanja, Sto znaci da je u p
prostoru definirana putem

Al(p) =11",(p) 3" (p)
odnosno, uvrstavanjem u (4.6.37) dobijamo uvjet na Fourierov transformat Greenove funkcije:
(=00l + p"pp) 1P, (p) = 1t

Ovu relaciju moZemo shvatiti kao matricnu jednadzbu:

Mp)Up)=1 ,  Mp) = (=p"u +1'p)
Rjesenje jednadzbe je ocito Il = M~!. No, postoji problem: matrica M nije invertibilna jer je
det(M)(p) =0

Ovo je najlakse dokazati tako da se uoci da M (p) posjeduje barem jednu svojstvenu vrijednost jednaku 0. U stvari,
nije teSko vidjeti da je pridruzeni svojstveni vektor jednak p*:

M(p)p = ME(p)p* = —p*p* + p'p* = 0

Posto je M (p) realna i simetri¢na matrica, postojanje svojstvene vrijednosti jednake nula implicira da je i determinanta
jednaka nula, §to pak znaci da matrica nema inverz.

Kako postupiti dalje? Ideja: sjetimo se da je teorija baZdarno invarijantna, a mi jo§ uvijek nismo odabrali bazdare-
nje, pa i ne treba oCekivati invertibilnost jer imamo preveliki prostor stanja (svako fizikalno stanje je reprezentirano
s puno A, povezanih baZzdarnim transformacijama). Ako Zelimo odrZati manifestnu Lorentz kovarijantnost, jedan
zgodan izbor bi bio nametnuti Lorenzov baZzdarni uvjet 0, A* = 0, §to, ako bi se primijenilo direktno u jednadZzbi
gibanja (4.6.36), bi ocito vodilo na

M=-p = Ilp=-=

Iz prakti¢nih razloga pokazuje se da je spretno definirati nesto Siru klasu baZdarenja, zvanu R¢ baZdarenja, pridru-
Zenu Lorenzovom baZdarnom uvjetu. Ova klasa se dobije tako Sto se Lorenzov bazdarni uvjet nametne metodom
Lagrangeovih multiplikatora, koji, primijenjeni na razini akcije, vode na promjenu akcije za bazdarno polje na nacin

1

La= _Z (F;uz)2 —_— ﬁA’g = —

1, 1
Z(F””) "%

Ovdje je £ novo pomoéno polje (eng. auxiliary field) koje nije dinamic¢ko ve¢ samo ima funkciju nametanja Loren-
zovog uvjeta. To se vidi iz toga Sto dodatna Euler-Lagrangeova jednadZba koju generira & daje 9, A* = 0, a dodatni

(8,4")?
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¢lan u lagranzijanu daje doprinos u jednadzbi gibanja za A, proporcionalan (0, A*) pa ocito ne doprinosi u klasi¢noj
fizici. Usprkos tome, £ utjecCe na izraz za Greenovu funkciju. Posto jednaZbe gibanja ostavljaju £ slobodnim, odabrat
¢emo konstantno rjesenje, £(x) = £ = konst.
Euler-Lagrangeova jednadzba koja slijedi iz £ 4 ¢ je:
1 .
ot (1- D) o0,

U ovom trenutku ne¢emo jo$ primijeniti uvjet koji daje jednadzba za £ (Lorenzov uvjet 0, AY = 0), ve¢ éemo prije
toga konstruirati Greenovu funkciju za konstantan £. U p-prostoru gornja jednazba glasi:

1 . ~
[—pzn,w + (1 - 5) pupy} AY(p) = ju(p) (4.6.38)
Odnosno jednaZba za Greenovu funkciju sada postaje
o\ ~ 1
M) =1 . Sete) = |-+ (1) ] (4639

Za svaki konac¢ni ¢ matrica Mg (p) je invertibilna i lako se pokaZze da je inverz, koji ujedno daje Greenovu funkciju u
p-prostoru, dan s

~ 1 P'p
i) = - ot - (1 - 22| (4.6.40)
Ono $to u ovoj proceduri ostaje neodredeno je prijepis kako tretirati pol u p> = 0. No, veé smo vidjeli na primjeru
skalarnog polja da je “ispravan” prijepis koji odgovara T-uredenju dan ie receptom. Nakon §to uklju¢imo faktor ¢
prisutan u (4.6.35), dobijamo kona¢ni rezultat za Feynmanov propagator u p-prostoru za U (1) bazdarno polje u Ry
baZdarenju:

DI (p) = i T (p) = ————— [ — (1 — )22 4641
F (p) =11I"(p) 2 |” ( £)p2 (4.6.41)

Vjezba 4.6.5: Dokazite (4.6.40).

Rjesenje: Najjednostavnije bi bilo naprosto provjeriti da li (4.6.40) zadovoljava (4.6.39), no mi ovdje Zelimo konstru-
irati rjeSenje za (4.6.39). U tu svrhu uodite da, s obzirom da ne postoji nista osim p* o cemu bi mogla ovisiti Greenova
funkcija, Lorentz kovarijantnost diktira oblik

I (p) = A(p*) nll + B(p?) p'py (4.6.42)

gdje su A i B neke funkcije koje treba odrediti iz uvjeta (4.6.39). Uvrstavanje u (4.6.39) daje

= [—p%g n (1 - 1) pﬂpp} (At + B 'p.)

§
1 1
= —p?A(p*)nl) + [(1 - §> A@p®) — EPQB(pz) P
S obzirom da gornja jednadZba mora vrijediti za svaki p#, rjeSenje je:
1 Ap?) _1-¢
Ap)=-= ,  B@)=(¢-1 =
( ) pz ( ) ( ) P2 p4

S$to uvrSteno u (4.6.42) daje upravo (4.6.40).
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4.6.8 Kovarijantna bazdarenja

Iz izraza (4.6.41) vidimo da za svaki izbor od £ dobijemo jedno kovarijantno bazdarenje. U praksi se najcesce koriste
sljededi izbori:

e ¢ = 1 (Feynmanovo baZdarenje): Ovo baZdarenje daje najjednostavniji moguéi propagator:

Xl
_p2 + 1€

5;” (p) = (Feynmanovo baZdarenje) (4.6.43)

U predavanjima ¢emo iskljucivo koristiti Feynmanovo baZzdarenje.

e ¢ = 0 (Lorenzovo baZdarenje):

~ Y — EE-
DY (p) = —iﬁ (Lorenzovo bazdarenje) (4.6.44)

Ovaj izbor “jako” namecée Lorenzov uvjet 9, A¥ = 0 u kvantiziranoj teoriji.

e ¢ — oo (unitarno bazdarenje): Uglavnom beskorisno u kvantnoj elektrodinamici, no pokazuje se ekstremno
korisno u neabelovim baZdarnim teorijama (zasnovanim na sloZenijim baZdarnim grupama od produkata
U (1) grupa) u kojima postoji spontani lom simetrije (poput teorije slabih medudjelovanja Standardnog modela
fizike Cestica).

Vidimo da se propagatori za razlicit § razlikuju za Clan proporcionalan p,,p,. Za baZzdarnu invarijantnost fizi-
kalno mjerljivih veli¢ina vazno je da taj doprinos iS¢ezava. Primjenjeno na Feynmanova pravila lako se vidi da
ovi ¢lanovi Cine da vanjske fotonske linije dobijaju dodatni Clan proporcionalan p,,, Sto znaci

e(p) — e"(p) + cp”

no Wardov identitet kaZe da ova promjena ne utjece na M = *(p).M,, pa je bazdarna invarijantnost osigurana.
Naravno, ovo samo po sebi nije dovoljno za ustanovljavanje potpune bazdarne invarijantnosti za M jer se za to jo$
mora pokazati da promjena baZdarenja na unutarnjim linijama takoder ne dovodi do pojave novih neiS¢ezavajucih
Clanova.

4.6.9 Sto je ustvari bazdarna simetrija?

BaZdarna simetrija nije simetrija u uobicajenom smislu rijeci, jer transformacije ne povezuju razlicita fizikalna stanja
pa nema pridruZenih unitarnih operatora na fizikalnom prostoru stanja. Stoga ne daje nikakve nove sacuvane
struje pored one koja dolazi od postojanja globalne simetrije. Razlog zaSto se baZdarna invarijantnost pojavljuje je
¢injenica da bezmasene Cestice imaju manji broj polarizacijskih stanja od masivnih Cestica istog spina pa kad koristimo
opis putem teorije polja dobijamo suvis$ne nefizikalne stupnjeve slobode kad radimo limes m — 0. Da bi teorija bila
konzistentna, ovi stupnjevi slobode ne smiju igrati ulogu u mjerljivim fizikalnim veli¢inama i za to se “brine” bazdarna
simetrija.

Prirodno je zapitati se zasto bazdarnu simetriju ne eliminiramo od pocetka tako da odmah radimo samo s fizi-
kalnim stupnjevima slobode (kao Sto smo klasi¢nu elektrodinamiku mogli opisati u potpunosti pomocu elektri¢nog i
magnetskog polja, odnosno tenzora jakosti polja F},,, koji su invarijantni na bazdarnu simetriju). Dio odgovora lezi u
primjeni principa najmanje akcije — vidjeli smo da se za vezanje na materiju u akciji mora koristiti potencijal A, koji
nije bazdarno invarijantan, ako Zelimo da je sila izmedu tockastih naboja Coulombovog tipa.

No, mogli bismo invertirati vezu izmedu potencijala i jakosti polja, koja se u Lorenzovom baZdarenju moZe
napisati kao

O FM =04 = AV =019, F"
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i onda tu relaciju iskoristiti u interakcijskom lagranzijanu. Time bi dobili lagranzijan u potpunosti izraZen pomocéu
baZdarne invarijante F},, i tako bi se od poCetka rijesili baZzdarne simetrije.

No, posto operator O~ ! nije lokalan operator (vidjeli smo da je dan integralom po cijelom prostor-vremenu)
ovako napisana akcija viSe ne bi bila lokalna. Vrlo je komplicirano raditi s nelokalnim akcijama, cak i s onima
za koje postoji alternativni lokalni zapis kao u ovom slucaju. Na primjer, vrlo bi tesko bilo dokazati kauzalnost
elektrodinamike u ovakvom nelokalnom zapisu.

No, vazno je napomenuti da nelokalnost nije u potpunosti prividna, jer postoje stvarne i mjerljive posljedice
poput Aharonov-Bohm efekta i drugih u¢inaka koji postoje u prisustvu netrivijalne topologije. U neabelovim teori-
jama polja vaZnost potencijala je jo§ veéa jer postoje joS neki objekti koji se ne mogu u potpunosti opisati lokalnim
baZzdarno-invarijantnim veli¢inama poput instantona, sfalerona ili Wilsonovih linija.

Nije na odmet napomenuti da ¢ak ni globalne U (1) transformacije povezane s bazdarnom simetrijom ne djeluju
tako da povezuju razliCita fizikalno ostvariva stanja, bar ne ona pridruZena elektromagnetskom djelovanju. Naime,
eksperimentalna je Cinjenica da u prirodi jo$ nije uoceno stanje koje je kvantna superpozicija stanja koja nose razlicit
elektri¢ni naboj. Matematickim Zargonom receno, izgleda da postoji superselekcijsko pravilo s obzirom na elektri¢ni
naboj. Ako je to uistinu to¢no, to znaci da globalna U (1) simetrija povezana s elektricnim nabojem djeluje tako da
samo mijenja fazu fizikalnim stanjima,

UX’aq> = eiQX‘aq> = ein]aq>

gdje je ¢ naboj koji posjeduje (fizikalno ostvarivo) stanje |ay), Sto daje isto fizikalno stanje.

4.7 Skalarna kvantna elektrodinamika

Naziv elektrodinamika podrazumijeva minimalno vezanje polja materije na bezmaseno spin-1 polje (fotonsko po-
lje). Najjednostavniji primjer ovakve teorije je skalarna elektrodinamika u kojoj se materija sastoji od samo jednog
kompleksnog skalarnog polja i akcija je dana s

s ~

1
Lop = =3 Fu P + (D) (DFp) — mPpTe (4.7.1)
gdje su
D, =0, —iq4, ) Fp =0,A, —0,A,
a ¢ je naboj polja ¢ (odnosno Cestice koju poniStava)

Naboj ¢ ujedno igra ulogu i konstante vezanja (vidi jednadZbe gibanja dobijene u Zadatku 4.1.)

4.7.1 Feynmanova pravila za skalarnu kvantnu elektrodinamiku

Kvantizacijom gornje teorije dobijamo skalarnu kvantnu elektrodinamiku. Ako raspisemo akciju (4.7.1) dobijamo
Lap = — S 4 (9,01 (0" 2ol +igA" [0 )t 24, AR QT
s&p = = Fu " + (0,0)(0"9) = m*¢lp +iq A" [10,0 — (Oup) ] + ¢° A Aol
Vidimo da je interakcijski dio lagranZijana dan s:
Line = igA" 01040 — (0p0) 0] + ® AuAlpl

Sto nam sugerira da ¢e u ovoj teoriji postojati dvije vrste ¢vorova (dva ¢lana u uglatoj zagradi su povezana kompleks-
nom konjugacijom pa ¢emo njihove doprinose strpati u jedan ¢vor).

U teorijama u kojima ima vise razlicitih polja/Cestica Feynmanovi dijagrami ¢e biti puno pregledniji ako razli¢itim
Cesticama pridjelimo razlicite vrste linija. Konvencija koju ¢emo primjenjivati tokom ovog kolegija je da se skalarna
polja oznacavaju crtkanim linijama, a fotonsko polje valovitom linijom.
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Propagatori:

Propagatore smo ve¢ izracunali za polja kakva se javljaju u ovoj teoriji, i dani su u (3.8.40) i (4.6.43):

p 7
p2 —m? + i€

L i
p? + i€

Vanjske linije (on-shell linije) u racunu za M:

Pravila za vanjske skalarne linije znamo od prije. Sto se fotonskih vanjskih linija ti¢e, uo¢imo da djelovanje polja
AF poniStava ulazni foton 4-impulsa p# i polarizacije o nakon ulaska u graf putem djelovanja operatora a,,, pa kao
posljedica “preZivi” pripadni polarizacijski vektor €5 (p) koji onda ¢ini doprinos ulazne linije. Sli¢no vrijedi za izlazni
foton, samo je ovog puta akter operator poniStenja a;,, pa je pripadni polarizacijski vektor e5(p)*. Sve skupa, imamo
(smyjer strelica iznad linija oznacava smjer impulsa):

v . —>
ulazna Cestica ¢ : P—-—-p——-0o = 1
v . —>
ulazna anticestica ¢ : P ---=----0 = 1
) —
ulazni foton =y : k.o ~i~or~n~n~—~e i = eb(k)
. . H
izlazna Cestica ¢ : *—-——-—-p---p = 1
. v . H
izlazna antiCestica ¢ : o-------pD = 1
. . — *
izlazni foton ~y : H o~~~ koo = el(k)
Cvorovi:
p .
el W = ig(pu+qu)
q\\
H v
k\,\f = 2¢ 0w (“galeb”)
7 A
7 N
7

Faktor 2 u “galebljem” ¢voru dolazi od toga $to u pripadnom ¢lanu u interakcijskom lagranZijanu postoji produkt
dva identi¢na polja (A, A*) a nismo izvukli vani faktor 1/2.
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Obratite paZnju na to da u oba ¢vora jedna skalarna linija ulazi a druga izlazi iz dijagrama. To znaci da u svakom
ispravnom dijagramu strelice na skalarnim linijama imaju konzistentan smjer.

4.7.2 Primjeri rasprSenja u skalarnoj kvantnoj elektrodinamici

Razmotrit éemo neke elementarne procese u skalarnoj kvantnoj elektrodinamici u drvastoj aproksimaciji.

o+ ¢ — ¢+ ¢ (Mgllerovo rasprsenje skalarnih Cestica)

P P p1 P p1 P
\\& /(/ \,. \/’L _ '/’ \* \l’l’ //
N \
@ = tTPi-pm + pyepi T ,< + 0(¢")
7 N 4
//( &\ ’,r’y \*‘\ ’,r’y \\
D2 v, P2 v} P2 h
iM - iM, + iM, + O(¢"

» 2 _
iMy = (iq) (D + 1) — (i) (P + P = 122 [(p1 - p2) + (p1 - b)) = ig® *—"
(p1 — 1Y) t t

gdje smo koristili (p} - p5) = (p1 - p2) i (P} - p2) = (p1 - Ph), $to slijedi iz zakona ucuvanja 4-impulsa u procesu
i Cinjenice da sve skalarne Cestice imaju istu masu, tj. p? = p3 = p;? = ph? = m?. Takoder smo upotrijebili
Mandelstamove varijable ¢ i u definirane u odjeljku 3.8.6.

Na sli¢an nacin dobijamo:

—i . NN ) .
iMu = o)+ ) sy )05 + ) = 27 () + (01 )] = g

98—t

Lako se pokaZe da bi dobili isti rezultat da smo koristili fotonski propagator u bazdarenju u kojem je £ # 1. To slijedi
iz

(p1—p)(p1+p)=pt—pi2=m?—m?=0 ,  (p1—ph)(p1+05) =pf—ph2=m?—m?*=0

pa doprinos ¢lana u propagatoru (4.6.41) proporcionalan (1 — &) iS¢ezava. To je naravno u skladu s Wardovim
identitetom, tj. baZdarnom invarijantnosScu.
Sve skupa:

S—u s—t

Mth+Mu+O(q4)=q2< — + — >+0(q4)

Diferencijalni udarni presjek u sustavu centra masa je:

do | M2 nta? (s—u  s—t\° 3
— = = € O 4.7-2
(dQ> om 6472 B2y, 4s P +Olac) (*47.2)

gdje smo uveli n putem ¢ = ne (e je naboj protona), te konstantu fine strukture c

62_ 1 eQN 1
" 4Ar  4meghe | 137

gdje je ¢ dielektricna konstanta vakuuma.
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¢o+~v— o+ (Comptonovo rasprsenje skalarne cCestice)

P1,€1 p/1 P1,€1 p’l P1,€1
= pe--m—-dv
/ / p1+ P2
7 /
pQ pl27 E/2 p2 p,2) 62 p2
iM - iM + iM; + iMg  + O(q")
. i(—iq)* - o (e1-p2)(ey* - py) o 2(e1-p2)(ey” - ph)
iMs = e (2p1 + po 2p) +p o = —idq = —1i2q
° ! ( )u (p1 +p2)2 —m? (27 2) 5 —m? (p1 - p2)
: i(—ig)? e oo (Ep)(EY o p2) o (e1 - ph)(Eh* - pa)
iMy =&l (2p] —p1) (2p2 ph)y ey = —idq = +i2q
P " (1 —ph)? ? t—m? (p1-ph)

iMy = el i2¢*nuey* = i2¢%(e1 - €57)

gdje smo upotrijebili Mandelstamove varijable s, t i u definirane u odjeljku 3.8.6, te smo koristili transverzalnost
fotonskih polarizacija, €1 - p; = 0 = &} - p), te bezmasenost fotona, p? = 0 = p}?, iz koje slijedi

)

s =m?+2(p1 - pa)
¢+ ¢ — v+ (anihilacija para Eestica-anicestica)

p1 ki,e1

t =m?—2(p1 - p))

p1 p k1, €1 P L k1, €1 k1, €1
AN Rt ad
— - le
d _ A A
D2 ko, €9 D2 ka, €2 k2, €2 ka, €2
iM — iM, + iMy + iMy  + O(q")
, i(—ig)? x o (1 -p1)(€3 - p2)
= (2p1—k ky — 2pa)y el el = —i2
iMe= (2p1 — K1)y (1 — k)2 — 2 (k2 — 2p2)v &1 €5 i2q (s - p1)
: i(—ig)? . o o (€1 - pa)(e5 - p1)
iMy, = (2p1 — k k1 — 2po), el eb* = —i2
( P1 2)# (kl _p2)2 —m2 ( 1 p?) 1 <2 q (kl p2)
iMy = el" i2¢*nes” = i2¢* (5 - €3)

1z izraza za udarne presjeke, koji su mjerljive veli¢ine, moZemo izvudi sljedeéi zakljucak:

Feynmanov razvoj u QED je u stvari razvoj po konstanti
je za ocekivati de je razvoj smislen.

fine strukture koja je razumno malena (c, < 0.01) pa
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Ovaj zakljucak je izuzetno vaZan pa vrijedi dodati par rijeci. Vidjeli smo da je lagranzijanska konstanta vezanja
u kvantnoj elektrodinamici naboj elektrona e, koji iznosi e ~ 0.3.!3. Kako to bas i ne zadovoljava jako dobro uvjet
e < 1 koji garantira da je perturbativni razvoj smislen, moglo bi se posumnjati u kvalitetu perturbativnog razvoja
QED. No, ¢injenica da je razvoj efektivno razvoj u o = €?/4m =~ 1/137, §to je razumno maleno, pokazuje zasto
perturbativni razvoj po konstanti vezanja u QED u stvari funkcionira jako dobro.

Zadatak 4.7.1: IzraCunajte diferencijalni udarni presjek i totalni udarni presjek za Comptonovo rasprienje i anihilaciju
para u sustavu centra masa. U slucaju Comptonovog rasprSenja razmotrite grani¢ne slucajeve visoko-energetskog
upadnog fotona (£ > m) i slucaj niskoenergetskog upadnog fotona (F; < m).

4.7.3 Wardovi identiteti i bazdarna invarijantnost

Primjeri koje smo napravili demonstriraju mehanizme Kkoji osiguravaju bazdarnu invarijantnost i (s njom povezanu)
valjanost Wardovog identiteta. Stoga ¢emo ih iskoristiti za razumijevanje nekih opéih tvrdnji koje vrijede za sve
vrste kvantne elektrodinamike (ne samo skalarnu).

Kao primjer, razmotrimo pobliZe dobijene izraze za anihilaciju para (isti zaklju€ci se dobiju analizom Comptono-
vog rasprsenja). Ovdje ¢emo uzeti da su samo Cestice materije na vanjskim linijama fizikalne, tj. na ljusci mase (eng.
on-shell) (pJQ. = m?), ali ne nuzno i fotoni. Drugim rije¢ima, polarizacijske vektore i impulse fotona na vanjskim
linijama ostavljamo slobodnim (off-shell).'*

Razmotrimo prvo transformaciju vektora polarizacije vanjske fotonske linije, npr. fotona 1, oblika:

€1 (kl) — 61(k1) +aky 4.7.3)

koja, kao $to smo vidjeli, spada u bazdarne transformacije. 1z izraza dobijenih u prethodnom odjeljku slijedi da se
doprinosi dijagrama transformiraju na sljede¢i nacin:

2
a * *
Mt — Mt + 7t _qm2 (k}% — 2p1 . kl)(k‘g — 2p2) c €9 = Mt + CL(]2(]€2 — 2]92) D)

gdje smo koristili t = (p; — k1)? = k3 — 2(p1 - k1) + m?. Na sli¢an nacin dobijamo da se M,, transformira kao
My — My + aq?(ky — 2p1) - €5
dok se "galeblji" dijagram transformira kao:
My — My + 2a¢%k; - €5

Uocite da dijagrami sami za sebe nisu invarijantni na baZdarnu transformaciju (4.7.3). No, ako pogledamo ukupnu
amplitudu:

M—>M—|—2aq2(/~€1—|—/€2—p1—p2)‘5§:M

vidimo da je ona invarijantna (izraz u zagradi i§¢ezava kao posljedica saCuvanja ukupnog 4-impulsa) pa vidimo da
je zadovoljen Wardov identitet k#M,, = 0. Uocimo dvije stvari, za koje se moZe pokazati da vrijede za opCenite
amplitude, kako u skalarnoj tako i u spinornoj kvantnoj elektrodinamici:

Wardov identitet vrijedi i kad su vanjske fotonske linije off-shell (tj. i kad k:JQ #0ik;-c; #0).

Wardov identitet ne vrijedi za pojedinacne dijagrame ve¢ samo za amplitude u cjelini.

3Misli se naravno na bezdimenzionalni naboj koji je u SI sustavu dan s e /V hc.
“Dakle, dopustamo k7 # Oie; - k; # 0. Naravno, saluvanje ukupnog 4-impulsa i dalje vrijedi jer je to posljedica simetrije na translacije
u prostor-vremenu.
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Za dokazati potpunu bazdarnu invarijantnost nije dovoljan samo Wardov identitet veé treba pokazati da unutarnje
linije takoder ne naruSavaju baZdarnu invarijantnost. Kako se to dogada smo vidjeli na primjeru Mgllerovog raspr-
Senja. Mi se neemo baviti formalnim dokazivanjem toga na ovom kolegiju, a zainteresirane studente upuéujemo na
udzbenike iz popisa literature (Schwartz, Weinberg Vol. 1).

4.8 Meki limesi i Lorentz kovarijantnost®

Vazna tehnika za razumijevanje svojstava relativisti¢kih kvantnih teorija polja u kojima postoje bezmasene Cestice
sastoji se od proucavanja mekih limesa, tj. limesa u kojima impulsi ovakvih Cestica idu u nulu. Posebno zanimljiv
slucaj je kada bezmasene Cestice imaju cjelobrojan spin veéi od nula i nalaze se u asimptotskom prostoru stanja. To ¢e
biti predmet proucavanja u ovom odjeljku. Treba naglasiti da ¢emo u izvodu koristiti samo Lorentz kovarijantnost
teorije i neke elementarne pretpostavke o prirodi medudjelovanja (za koje se moZe pokazati da ih je tesko ili ¢ak i
nemoguce zaobidi, a da teorija ostane fizikalno i matematicki smislena).

4.8.1 Meki fotoni i sacuvanje naboja

Postoji izravna veza izmedu Lorentz kovarijantnosti i sacuvanja naboja (bez pozivanja na bazdarnu invarijantnost)
u teorijama u kojima je foton vezan na materiju, u smislu da u svakoj relativisti¢koj kvantnoj teoriji polja koja u
asimptotskim stanjima sadrzi bezmasenu spin-1 Cesticu postoji pridruzeni saCuvani naboj. Ovaj generalni teorem
demonstrirat ¢emo na primjeru teorija Ciji se maseni sektori sastoje samo od spin-0 Cestica, no generalizacija na polja
proizvoljnog spina je manje-vise direktna.

Razmotrimo neki proizvoljni proces u skalarnoj elektrodinamici (moguce s vise skalarnih polja materije), koji
moze imati proizvoljan broj i sastav Cestica u ulaznom i izlaznom stanju, ¢iju invarijantnu amplitudu ¢emo oznaciti
s M. Pretpostavimo sada da Zelimo razmotriti drugu amplitudu M koja se razlikuje od prve u tome Sto postoji
jos jedna dodatna bezmasena spin-1 Cestica u izlaznom stanju (mogli smo uzeti i ulazno, svejedno, zakljucci bi bili
jednaki). Ova amplituda se moZe dobiti iz prve tako da se vanjski ulazni foton veZe na neku liniju Cestice materije.
Tri su moguénosti vezanja: (a) na vanjsku ulaznu liniju, (b) na vanjsku izlaznu liniju, (c) unutarnju liniju ili ¢vor.
Razmotrimo te tri moguénosti pojedinacno.

Vezanje na ulaznu liniju:

Odaberimo jednu ulaznu liniju koja pripada spin-0 Cestici materije mase m;, naboja ¢; 1 4-impulsa p;. Ukoliko
veZzemo za tu liniju izlaznu fotonsku liniju 4-impulsa % i polarizacijskog vektora £ doprinos ovakvih Feynmanovih
dijagrama novoj amplitudi M se moZe izraziti pomocu stare amplitude M na nacin:

2p; — k) - &*
(2pi — k) = Molpi — )

Mi(pivk) = —Qim

gdje smo zasad pretpostavili da je vezanje kao u skalarnoj elektrodinamici. Ako su sve Cestice na vanjskim linijama

on-shell (tj. fizikalne), vrijedi p? =m? k> =0ik-e =0, pa gornja jednakost postaje

Mi(pi, k) = Qim/\/lo(m — k)

Sada napravimo meKi limes (eng. soft limit), tj. pretpostavimo
k- pil < |pj - pil za sve vanjske 4-impulse vanjskih linija p; , pi
U najnizem redu mekog limesa ocito vrijedi:

M;(pi, k) =~ qz'm/\/lo(pi)

Vezanje na izlaznu liniju:
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Potpuno ista vrsta razmatranja daje da u slucaju vezanja fotona na izlaznu vanjsku liniju Cestice materije mase
m, naboja gy i 4-impulsa p ¢ doprinos pripadnih Feynmanovih dijagrama amplitudi M ima oblik

(2ps + k) - (ps-€")
k)= —q—————— k)= —qr——= k
M (py, k) Qf(pf+k)2_m2M0(pf+ ) = —qy s ) Mo(ps + k)
$to u mekom limesu daje
(pf-€")
M k) ~ — Mo (pi
1oy k) = —qy oy B o(p:)

Vezanje na unutarnju liniju ili unutarnji ¢vor:

Uocite da su doprinosi od vezanja na vanjske linije singularni u limesu £ — 0 zbog faktora (ps - k) u nazivniku.
Vezanje fotona na unutarnju liniju ne moZe generirati singularnost u limesu £ — 0 jer su unutarnje linije off-shell
(p? # m?). Sli¢no vrijedi za spajanje linije na neki postojeéi &vor.!> To znaci da je doprinos Feynmanovih dijagrama
u kojima je dodatni foton vezan na unutarnju liniju ili ¢vor zanemariv u mekom limesu.

Uzimajuci u obzir sve Feynmanove dijagrame dobijamo da je amplituda M u mekom limesu dana s

pi- € py-€”
MrMo| ) a -1 (4.8.1)
Zi: Dk ; fpf.k

gdje prva suma ide po svim ulaznim esticama, a druga suma po svim izlaznim Cesticama.
Sad je vrijeme da iskoristimo invarijantnost amplitude M na Lorentzove transformacije,

M/(p/7 k/76/) = M(p’ k? 6)

Kao $to smo vidjeli u odjeljku 4.6.5, na Lorentzove transformacije koje pripadaju maloj grupi od k vektor polarizacije
se transformira tako da dobije longitudinalni doprinos:

en(k) — €, (k) = eu(k) + aky

Kombiniranje ovoga s (4.8.1) daje:
MaM+a Mo (D ai =) ay
i f

Lorentz invarijantnost amplitude M ocito zahtijeva
D=2 45
i f

Sto nije niSta drugo nego zakon sacuvanja naboja, gdje je naboj koji nosi Cestica j jednak konstanti vezanja Cestice na
foton, g;.

U gornjem izvodu smo koristili da je ¢vor kojim se Cestice veZu na foton jednak onom u elektrodinamici, no
rezultat je puno opcenitiji. Pretpostavimo da je vezanje fotona na Cesticu tipa j opisano ¢vorom kojem je pridruzen

faktor ze; Fff) (p, k). Iz Lorentzove kovarijantnosti slijedi da funkcija F,(f) mora biti oblika:

gdje se neodredene funkcije F' i G nazivaju form faktori. (U skalarnoj kvantnoj elektrodinamici je F' = G = 1.)
Posto ¢emo na Cvor vezati fizikalni foton i fizikalnu Cesticu materije, iz k£ - € = 0 slijedi da u nasem rac¢unu ¢lan s G

'5Na primjer, u skalarnoj elektrodinamici mogli bi vezati meki foton na &vor tipa p* 0 A tako da ga zamijenimo &vorom tipa @™ pAA.
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nece doprinositi i moZemo ga odmah odbaciti, a iz p> = m? i k? = 0 slijedi da ée F efektivno biti samo funkcija od
p - k. Posto je k tome F' bezdimenzionalan, za potrebe naseg racuna mozemo uzeti

TG (p, k) —> 2p, FY) <1:nf> (4.8.3)

Ako ponovimo sada prijasnji raun za vezanje mekog fotona na ulaznu spin-0 Cesticu, samo sada s opéenitim ¢vorom
(4.8.3), dobijamo:

Mi(pi. k) ~ e F%)%MO@J

Ovdje pretpostavljamo da je limes F()(0) = lim,_,o F*)(z) konacan, tj. da niti i§Cezava niti divergira.
Za vezanje na izlaznu liniju materije bi dobili:

M(ps, ) ~ —ey FO <o>mMo<pf>

Vidimo da ako definiramo efektivni (ili renormalizirani) naboj Cestice j kao
¢; = ¢;FV(0)

da su dobijeni izrazi potpuno isti kao u skalarnoj elektrodinamici. Stoga ponavljanje procedure sumiranja po svim
vanjskim linijama i nametanja Lorentz invarijantnosti daje i isti uvjet

ZQZ' :ZQf
i f

Dobijamo da je ukupni renormalizirani naboj saCuvan. Kao $to smo napomenuli, ovaj rezultat se moZe generalizirati
na relativisticke teorije s proizvoljnim sektorom materije (proizvoljnog spina) pa vrijedi opéeniti zakljucak:

Bezmasene spin-1 Cestice u relativistiCkim teorijama impliciraju satuvanje naboja.

Prva reakcija na gornji teorem bi mogla biti da to ve¢ znamo otprije. No, u prijasnjim konstrukcijama smo uvijek
koristili neke dodatne zahtjeve vezane uz jednostavnu lagranzijansku formulaciju i/ili baZzdarnu invarijantnost. UoCite
da smo u gornjem izvodu koristili samo Lorentz kovarijantnost teorije i neka elementarna svojstva regularnosti
medudjelovanja. Konacni teorem daje jaku eksperimentalnu predikciju koja vrijedi za Siroku klasu teorija, i u tom
smislu je slican spin-statistika i CPT teoremima (koje cemo razmotriti kasnije).

Kombiniranjem mekog limesa i Lorentz kovarijantnosti mogu se dobiti dodatne informacije o teoriji i strukturi
medudjelovanja. Na primjer, moZe se pokazati da za spin-0 Cesticu osim ¢vora tipa qp*(p A mora postojati Cvor tipa
¢?¢*pAA, ito s relativnim faktorom kakav je prisutan u skalarnoj elektrodinamici.

4.8.2 Spin-2 i princip ekvivalencije

Na ovom kolegiju uglavnom smo se ograni¢ili na polja i Cestice spinova 0, 1/2 i 1. Ovdje ¢emo u prolazu spomenuti
vazne teoreme koji se dobiju primjenom mekog limesa u slu¢aju kad bezmasena Gestica ima spin > 2.0
U slucaju spin-2 Cestice mozZe se pokazati da analiza mekog limesa vodi na uvjet:

Zliipg = Z/ifp’; (4.8.4)
i f

1$potpuni dokazi se mogu naéi u udzbeniku Schwartza ili Weinberga Vol. 1.
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gdje je x; konstanta vezanja Cestice j na spin-2 Cesticu, koja se definira kao pripadni form faktor u mekom limesu & —
0. Posto su impulsi kontinuirane varijable ograni¢ene samo uvjetom sacuvanja ukupnog impulsa > . p; = ) 1372
jedini nacin na koji gornji uvjet moze biti ispunjen u netrivijalnoj (tj. interagirajucoj teoriji u kojoj postoje rasprsenja)
je u slucaju kad se sve Cestice veZu na jednak nacin na spin-2 Cesticu, tj. kad su svi x; jednaki,

Kj =K , 7

U tom slucaju se uvjet (4.8.4) svodi na uvjet sacuvanja 4-impulsa (koje je posljedica translacijske invarijantnosti u
prostor-vremenu).
Zaklju€ak u jednoj recenici je:

[ Vezanje na bezmasenu spin-2 Cesticu je univerzalno.

Oprezni Citalac se na ovom mjestu vjerojatno zapitao "$to ako form faktor iS¢ezava u mekom limesu, tj. x; = 0 za
sve Cestice. MoZe se pokazati da takvo vezanje ne moZe dati Coulombovsku silu na velikim udaljenostima, tj. nuZno
vodi na sile kratkog dosega.

Ovaj teorem ima jake posljedice na opis gravitacijskog medudjelovanja. Einsteinova opéa teorija relativnosti, koja
je utemeljena na principu ekvivalencije (postulatu da se sva materija jednako veZe na gravitacijsko polje), kaze da
su gravitacijski valovi u ravnom prostor-vremenu bezmaseni i da imaju spin-2. Gornji teorem je neka vrsta obrata ove
tvrdnje. Naime, teorem nam govori da ako je gravitacija, barem u niskoenergetskom limesu, opisana relativistickom
kvantnom teorijom s bezmasenom spin-2 ¢esticom, na nac¢in da u Newtonovskom limesu sila izmedu masivnih Cestica
ima Coulombov oblik, tada vezanje mora zadovoljavati princip ekvivalencije. Vidimo da relativnost i kvantna
fizika u odredenom smislu vode na nuznost opisa gravitacije na niskim energijama putem principa opce relativnosti.

4.8.3 Problemi sa spinom > 2

Mozemo se zapitati koje uvjete nameée Lorentz kovarijantnost u prisustvu bozonskih bezmasenih Cestica sa spinom
veéim od 2. U slucaju spin-3 Cestice moZe se pokazati da ponavljanje mekog limesa vodi na uvjet:

> ainl'vl =) g’y
i 7

gdje je g; konstanta vezanja Cestice j na bezmasenu spin-3 Cesticu, definirana ponovo kao meki limes pripadnog
form faktora. Ukoliko su form faktori neiScezavajuéi u tom limesu, gornju jednadZbu je nemoguée zadovoljiti ako
Zelimo da u teoriji postoje netrivijalna rasprsenja koja ukljucuju spin-3 Cesticu. Isti zakljucak slijedi za sve bezmasene
bozonske spin > 2 Cestice. Posljedica je prilicno dramatic¢an teorem:

U relativistickim teorijama ne mogu postojati bezmasene Cestice spina veéeg od 2 koje posreduju medudjelo-
vanja neograni¢enog dosega.

Ovo je jedna vrlo jaka predikcija specijalne relativnosti, koja namece znacajna ograni¢enja na postojanje Cestica
spina 3 ili veceg i njihova medudjelovanja. PoSto postoje i neki drugi teoremi koji zabranjuju postojanje Cestica spina
veceg od 2, Cinjenica da ovakve Cestice joS nisu videne se katkad tumaci kao potvrda principa specijalne relativnosti.
No, pri takvim razmiS$ljanjima treba imati na umu da svi ti teoremi sadrZe, pored specijalne relativnosti, neke dodatne
pretpostavke pa treba biti oprezan u iS¢itavanju posljedica teorema.

4.9 Higgsov mehanizam

S obzirom da u skalarnoj elektrodinamici postoje skalarna polja, moZemo razmotriti varijantu teorije u kojoj postoji
spontani lom baZdarne (tj. lokalne) simetrije. To moZemo jednostavno postiéi tako da u lagranZijanu skalarne elektro-
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dinamike (4.7.1) dodamo ¢* ¢lan i dopustimo da parametar m? bude negativan. Dobijamo teoriju s lagranZijanom

1 . . A
L= FuF" + (0 +iqAu)e (0" — igAp)p — m*plp — S (¢1p)? 4.9.1)
gdje ¢emo uzeti da je A > 0, jer pozitivnost energije nalaze A > 0. Nakon dodavanja novog interakcijskog ¢lana

teorija ostaje invarijantna na lokalnu U (1) grupu simetrija danu transformacijama:
o(z) = ¢ () = elax (@) o(z) , A, — AL = A, + 0,x(2) (4.9.2)

gdje je x(x) proizvoljna glatka realna funkcija.

U odsustvu elektromagnetskog medudjelovanja (¢ = 0) gornja teorija se sastoji od dva odvojena sektora (izmedu
kojih ne postoji medudjelovanje) — jedan sadrzi bezmaseno spin-1 slobodno U (1) bazdarno realno polje A4, a drugi
kompleksno spin-0 polje ¢ u kojem postoji globalna U (1) simetrija dana s

p(x) = ¢'() = ™ p(z)

gdje je x realna konstanta. UoCite da je spin-0 sektor u ovom slucaju jednak modelu spontanog loma globalne SO(2)
simetrije koji smo analizirali u odjeljku 2.5.3 (linearni sigma model (2.5.10) s N = 2). To se vidi ako s kompleksnog
polja ¢ predemo na realna polja ¢ i o definirana s’

o) = —=[p1(@) +iga@)] . p@) = —=[er(@) — ia(a)] 493)

V2 V2
Analiza iz odjeljka 2.5.3 nam stoga kaZe da za ¢ = 0 i m? < 0, osim jedne bezmasene spin-1 estice (foton) postoji
jedna bezmasena spin-0 Cestica (Goldstoneov bozon spontano slomljene SO(2) globalne simetrije) i jedna masivna
spin-0 Cestica (svaka Cestica je sama sebi antiCestica). Sad ¢emo pokazati da za q # 0 slika izgleda bitno drukcije.
Klasi¢ni potencijal teorije (4.9.1) je dan s

A .
V=miatp+ D(9"0)" - ¢* A AN
To znadi da se rjeSenja za konstantna polja, ¢(x) = ¢, dobiju rjeSavanjem jednazbi

v

=0 = et mt 4,4 =0 4.9.4)
oV 9 —
YT 0 = AL =0 (4.9.5)

RjeSenja koja su ujedno i globalni minimumi potencijala predstavljaju vakuume klasi¢ne teorije, koje ¢emo oznaciti
S @, f_l“. Uocite da (4.9.5) namece da ili ¢ ili A, mora iSCezavati za konstantna rjeSenja. PoSto nas ovdje ne zanima
mogucénost spontanog loma Lorentzove simetrije, uzet ¢emo da je flM = 0.'% Stoga se rjesavanje sustava (4.9.4)-
(4.9.4) svodi na rjeSavanje jednazbe

e (Ap*o+m?) =0 (4.9.6)

Sto znaci da je analiza vakuuma potpuno jednaka kao za ¢ = 0 slucaj, Sto smo ve¢ napravili u odjeljku 2.5.3, pa
moZemo prepisati rezultate.

U slu¢aju m? > 0 postoji samo jedno rjesenje jednazbe koje ujedno daje vakuum teorije, ¢ = 0. Iz ovoga ogito
slijedi da je Cesti¢ni sastav teorije jednak onom "obi¢ne" skalarne QED — bezmaseni jedan spin-1 foton i jedna spin-0
Cestica i njena anticestica (klasi¢ne mase jednake m).

"Ukoliko vas zbunjuje da ovdje govorimo o U(1) grupi, a u odjeljku 2.5.3 smo govorili o SO(2) grupi, uotite da su ove dvije grupe
matematicki identi¢ne, U(1) = SO(2).

18Citatelj se moZe zapitati da li u sluaju kad je @ = 0 konstantne konfiguracije s A, # 0 mogu ipak nekako biti vazna, npr. kroz integral po
stazama u kvantnoj teoriji. Sjetimo se da u definiciju teorije polja ulazi i pretpostavka o ponaSanju polja za x — oo. Stoga, ako pretpostavimo
lim x| 00 Au(t,x) = 0 onda konstantna polja s A,, # 0 ne mogu igrati nikakvu ulogu.
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""" 2 < 0. Analiza iz odjeljka 2.5.3 nam govori da jednadzba (4.9.6) pored

rjeSenja ¢ = 0 (koje je lokalni maksimum) posjeduje beskonacno rjeSenja koja su vakuumi teorije i koja zadovoljavaju
_ m2| v _
=1\/— =— A,=0
’(p‘ )\ 2 Y 123
Ocito je da su vakuumi povezani globalnom U (1) simetrijom koja djeluje na nacin ¢ — exp(ia)p (gdje je o kons-
tantan) i da su svi ekvivalentni. U ovom reZimu vidimo da postoji spontani lom lokalne simetrije. Sad trebamo

odabrati jedan vakuum i u tu svrhu éemo uzeti = v i definirati dva nova realna skalarna polja 7(z) i o(z) u odnosu
na ovaj vakuum, tako da je

1 .
o(zr) = ﬁ[v +o(z) +in(z)] , (4.9.7)

Uvrstavanje (4.9.7) u (4.9.1) daje lagranZijan izraZen pomocu novih polja

1
4

1 1 \v? 1 vt
FuFuy + P02 A, A" + Z(0,0)2 — 02 + —(0ym)> + 2o — L Arur + Loy (49.8)

£ 2 2 2 2 8 2

gdje se Liys sastoji od kubnih i kvarti¢nih ¢lanova u poljima i njihovim derivacijama i stoga odreduje medudjelovanja.
Treba uociti da drugi ¢lan s desne strane u jednakosti (4.9.8) kaZe da foton posjeduje masu iznosa m~ = |glv. Ovu
iznenadujucu pojavu vrijedi posebno istaknuti

Spontani lom simetrije ¢ini pripadni baZdarni bozon masivnim.

Ovaj rezultat je od izuzetne vaznosti, pa ¢emo zastati na trenutak da ga prokomentiramo. Vidjeli smo da u
elektrodinamici, §to znaci u svim Abelovim bazdarnim teorijama, ne moZemo bazdarnom bozonu generirati masu na
standardni nacin dodavanjem c¢lana mgyA2 u lagranzijan (npr. u (4.9.1)), jer taj ¢lan eksplicitno narusava bazdarnu
simetriju. Ovo vrijedi i za neabelove, tj. za sve, baZzdarne teorije. Eksplicitno narusavanje bazdarne simetrije u pravilu
nije pozeljno iz sljedecih razloga: (1) u kvantiziranoj teoriji ¢esto vodi na patologije poput naruSenja unitarnosti
i/ili Lorentzove simetrije, (2) dodavanje masenog ¢lana &ini teoriju nerenormalizabilnom,'® (3) simetrije se Cesto
pokazuju kljuénima pri konstrukciji teorija, i obi¢no ih se ne Zelimo rijeSiti samo tako. U stvari, do sredine 60-tih
godina 20. stoljeéa ovi razlozi su bili prepreka za konstrukciju teorijskog modela slabih medudjelovanja. Otkrice
Higgsovog mehanizma, koji izbjegava sve gornje probleme, 1964. godine razbilo je ovu blokadu i omogucilo je
Weinbergu i Salamu da ve¢ 1967. godine u potpunosti formuliraju opis slabih medudjelovanja, poznat pod nazivom
Glashow-Salam-Weinberg (GSW) teorija, koji ¢ini sastavni dio Standardnog modela fizike elementarnih Cestica.

Vratimo se sada na razmatranje izraza (4.9.8). PovrSnom inspekcijom mogli bi zakljuditi da postoji bezmaseno
polje 7, no ovaj zakljuCak je preuranjen zbog postojanja mijeSanog kvadratnog ¢lana A*9,,m. Da bi mogli govoriti
0 masi polja moramo se prvo rijesiti svih mijeSanih kvadratnih ¢lanova u lagranzijanu, $to se postiZe redefinicijom
polja. Najelegantniji nacin za napraviti to je prisjetiti se da je nasa teorija bazdarna teorija polja, Sto znaci da moZemo
pokusati iskoristiti slobodu odabira baZdarenja za postizanje cilja. Jedno ocito baZdarenje koje ostvaruje nas cilj je
dano s:

p2(z) =0 = m(x) =0 (4.9.9)

U sljedeéem zadatku dokazuje se da je ovaj odabir bazdarenja regularan, tj. da za svaki odabir polja ¢(x) moZemo
bazdarnom transformacijom (4.9.2) posti¢i da vrijedi (4.9.9).

Vjezba 4.9.1: DokaZite da je (4.9.2) regularan bazdarni uvjet.

Ovo je posljedica Einjenice da se u limesu k — oo propagator masivne spin-1 Eestice ponasa kao Dr (k) ~ k°, za razliku od bezmasene
spin-1 Zestice gdje je to D (k) ~ k2. To dovodi do poveéanje stupnja divergencije dijagrama s petljama, §to vodi na nerenormalizabilnost.
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RjeSenje: Ono §to moramo pokazati je da za proizvoljno polje ¢(x) postoji bazdarna transformacija (4.9.2) koja €ini
imaginarni dio transformiranog polja ¢'(z) jednak nula, $to znali ¢, = 0. Nije teSko zakljuditi da ¢e ovaj posao
obaviti bazdarna transformacija s parametrom y/(x) danim s:

(2) = — arct
x(x) = —— arctan
q o1(x)

gdje su 7 1 w9 su definirani u (4.9.3). Uvrstavanje u (4.9.2) daje

©h = g cos (arctan @2(@) — 1 sin cos (arctan <P2(w)> —0
901(1') @1(.%')

iz Cega slijedi

S$to smo Zeljeli postici.

Uvrstavanje (4.9.9) u (4.9.8) daje

1 )\v vt

1 1
L=~ FuFuw+ 5 202 A, AR + Z(0,0)? — 4 Tt Ling (4.9.10)
4 2 2 8
gdje je Ly dan s:
2
Lint = ¢vo A A“+ 50 o? A AP — all o’ 204 (4.9.11)

1z (4.9.10) moZemo zakljuciti da se spontano slomljena teorija sastoji od masivnog polja spina-1 ("masivni foton") i
jednog masivnog skalarnog polja, o(x), mase m, = vV/\. Vie ne postoji Goldstoneov bozon. Polje m(x), za koje
smo mogli ocekivali da ¢e igrati tu ulogu je naprosto nestalo iz igre.

Da ne bi bilo zabune, naglasimo da je lagranzijan (4.9.10)-(4.9.11) potpuno ekvivalentan lagranZijanu (4.9.1),
u smislu da oba opisuju potpuno isti fizikalni sustav — sve $to smo uradili da bi dobili (4.9.10) je da smo presli
na polja koja opisuju fluktuacije oko jednog odabranog vakuuma teorije i odabrali jedan spretan bazdarni uvjet. U
postupku smo Zrtvovali manifestnu simetriju u korist transparentnog fizikalnog sadrzaja. No, simetrije teorije se nisu
izgubile, one su i dalje prisutne i igraju vaZnu ulogu za svojstva teorije (izmedu ostalog utjecu na odnose izmedu masa
i konstanti vezanja u (4.9.10) i1 (4.9.11)), posebno prilikom kvantizacije teorije svojstva renormalizabilnosti.

Vazno je uociti da je broj nezavisnih fizikalnih stupnjeva slobode ostao isti — naime, u sluc¢aju kad nema loma
simetrije teorija posjeduje jedno bezmaseno spin-1 polje (2 spinska stupnja slobode) i jedno kompleksno skalarno
polje (1 + 1 = 2 spinska stupnja slobode), dakle sve skupa 4 fizikalna spinska stupnja slobode, dok u slu¢aju sponta-
nog loma bazdarne simetrije teorija posjeduje jedno masivno spin-1 polje (3 spinska stupnja slobode) i jedno realno
skalarno polje (1 spinski stupanj slobode), sve skupa 4 fizikalna spinska stupnja slobode. Ono $to se u spontanom
lomu bazdarne simetrije dogodilo, i naziva se Higgsov mehanizam, moZe se saZeto opisati na sljedeci nacin:

Higgsov mehanizam: U spontanom lomu lokalne simetrije pripadni bazdarni bozon postaje masivan, i time
stjeCe jedno dodatno fizikalno spinsko stanje, tako $to "pojede" nesudeni Goldstoneov bozon.

Odabir bazdarenja (4.9.9) je osigurao da se u lagranZijanu nalaze samo fizikalni stupnjevi slobode, odnosno fizi-
kalna polja. Takva baZdarenja se opCenito nazivaju unitarna bazdarenja.

Zadatak 4.9.2: Dokazite (4.9.11).
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Izvod Higgsovog mehanizma koji smo napravili je u potpunosti klasican. Kako znamo da kvantizacija ne naruSava
opisano ponasanje teorije? Kao i u sluaju sponatnog loma globalne simetrije, u sluaju kvantizirane teorije sve $to
trebamo napraviti je umjesto klasicne akcije uzeti kvantnu efektivnu akciju i pretpostaviti da kvantizacija ne narusava
bazdarnu simetriju. Dokaz Higgsovog mehanizma potom slijedi klasi¢ni dokaz.

U stvarnosti, postoje teorije u kojima kvantizacija vodi na narusenje baZdarnih simetrija putem tzv. kvantnih
anomalija. No, pokazuje se da takva narusenja bazdarnih simetrija obi¢no imaju pogubne posljedice za zdravlje
takvih teorija, u smislu da nisu prihvatljive kao kvantne teorija polja jer se prilikom kvantizacije na mogu zadovoljiti
osnovna svojstva poput unitarnosti ili Lorentz kovarijantnosti. Kao posljedica, teorije u kojima kvantizacija narusava
baZdarne simetrije u pravilu nemaju nikakvu fizikalnu primjenu.

4.9.1 Supravodljivost. Ginzburg-Landau teorija

Model Higgsovog mehanizma razmatran u proslom odjeljku moze se primijeniti za modeliranje supravodljivosti,
pojave u kojoj neki materijali na dovoljno niskim temperaturama vode elektri¢nu struju prakticki bez otpora. Pokazat
¢emo da glavna svojstva supravodica neposredno slijede iz sljedece tvrdnje:

Supravodljivost je posljedica spontanog loma elektromagnetske U (1) bazdarne simetrije.

Citatelja na ovom mjestu moZe zbuniti sljedeée razmisljanje — u vodi¢ima, a pogotovo onima koji pokazuju svoj-
stva supravodljivosti, primarni nosioci naboja su uglavnom (vodljivi) elektroni, koji su spin-1/2 fermionske Cestice
pa bi mogli oCekivati da u opisu supravodljivosti klju¢nu ulogu moraju igrati fermionska polja (koja jo§ nismo raz-
matrali). Pokazuje se da ovo naivno ocekivanje nije to¢no. Efektivni opis putem spin-0 bozonskog polja je opravdan
Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS) teorijom, po kojoj medudjelovanje s fononima (kvanti titranja reSetke) pod odre-
denim uvjetima uzrokuje privla¢nu silu medu elektronima. Uslijed ove sile elektroni se veZu u spin-0 parove naboja
jednakog ¢ = —2e, $to vodi na efektivni opis sustava vodljivih elektrona pomoéu kompleksnog skalarnog polja ¢(z)
naboja ¢ = —2e vezanog na elektromagnetsko polje. Mi se neCemo ovdje baviti izvodom BCS teorije, ve¢ ¢emo
preuzeti glavne posljedice i vidjeti kamo nas to vodi koristeéi nase znanje o (kvantnoj) teoriji polja i spontanom lomu
lokalne simetrije.

BCS teorija nam stoga kaZe da pod navedenim okolnostima vodljive elektrone moZemo opisati efektivnom kvant-
nom teorijom polja ¢iji je lagranzijan jednak onom u (4.9.1) s ¢ = —2e plus (mogu¢i) ¢lanovi viSeg reda. PosSto nas
zanima termodinamicki opis sustava moramo izracunati kvantnu efektivnu akciju na kona¢noj temperaturi 7', §to vodi
na to da parametri u kvantnoj efektivnoj akciji postaju funkcije od 7. Racun, koji ovdje neCemo napraviti nego ga
samo preuzeti, pokazuje da je dominantni u¢inak u nasoj teoriji na parametar m?(T’), za koji se dobije da je rastuéa
funkcija od 7.2°. Nas ¢e zanimati situacija u kojoj postoji kriti¢na temperatura 7. na kojoj je m?(7..) = 0.2 U tom
slucaju za T' =~ T, u generickom slucaju vrijedi

m*(T)~a(T-T.) , a>0 (4.9.12)

Kratko receno, BCS teorija nam kaZe da u nekim materijalima pod odredenim okolnostima vodljive elektrone u
termickoj ravnotezi moZemo opisati kvantnim efektivnim lagranZijanom (koji ujedno daje gustocu Gibbsove slobodne
energije) priblizno danim s (4.9.1) i ¢ = —2e, gdje je m?(T) strogo rastuéa funkcija od T' (3to je Cista posljedica
kvantizacije polja na konac¢noj temperaturi) i gdje postoji temperatura 7, u ¢ijoj okolini vrijedi (4.9.12).

Pronadimo sada vakuume ove teorije. PoSto se radi o istoj akciji analiziranoj u prethodnom odjeljku, moZemo
doslovno prepisati rezultate. Oni nam kazu da postoje dva razli¢ita reZima, odnosno dvije razliCite faze sustava:

2ONaravno, kvantna efektivna akcija u odnosu na (4.9.1) ima dodatne &lanove koji dolaze od kvantnih korekcija, a koji su viSeg reda u
derivacijama i/ili potencijama polja. Sve ove dodatne ¢lanove, bez obzira na njihovo porijeklo (klasi¢no, kvantno ili termalno) ¢emo zanemariti
u nasoj analizi, $to je opravdano ukoliko nas zanimaju male fluktuacije polja oko vakuuma koje su pored toga sporopromjenjive funkcije u
prostor-vremenu.

2Ipostojanije krititke totke mora biti opravdano mikroskopskim modelom. U slu&aju supravodljivosti BCS teorija daje opravdanje.
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1. T > T, : Ovdje je m? > 0, §to znaci da su u vakuumu, tj. u termodinamickoj ravnoteZi, oéekivane vrijednosti
poljadane s ¢ = 0i A, = 0. Za dovoljno visoke temperature vakuum je jedinstven i pobudenja se sastoje od
masivne spin-0 Cestice mase m,, = vV'm?, njene antiCestice i jednog bezmasenog spin-1 fotona.

2. T < T, : Ovdje je m? < 0, pa stoga ocekivana vrijednost od ¢ zadovoljava

@|=@m/§@—m

Za dovoljno niske energije imamo spontani lom simetrije i pobudenja se sastoje od jedne masivne spin-0 Cestice
i jednog masivnog spin-1 fotona, ¢ije mase su dane s:

2
my = /22| ~ 2a(To =T) my—e\/8|T‘ze\/8;(Tc—T)

Iz toga moZemo zakljuciti da se na temperaturi 7. zbiva fazni prijelaz i to druge vrste jer se parametar uredenja ¢
kontinuirano mijenja kako prelazimo preko kritine tocke 7. Uocite da su u kriti¢noj tocki 7' = T, sva pobudenja
bezmasena i kvantna efektivna akcija ne sadrzi dimenzionalne parametre. To znaci da je teorija je invarijantna na
promjenu skale (eng. scale invariance). Gornja teorija je poznata kao Ginzburg-Landau teorija i ima Siru primjenu
od supravodljivosti.

Razmotrimo sada sustav u stacionarnim uvjetima, u prisustvu vremenski konstantnih vanjskih polja koja su spo-
ropromjenjiva u prostoru. Sacuvana struja, koja se dobije iz (4.6.30), je dana s

j = 2ie(¢* Vi — pV*) — 8e2|p* A

U slu¢aju T' < T, i kad je ¢(x) slabo promjenjiva funkcija, tj. derivacije su "male", drugi ¢lan dominira nad prvim i
dobijamo
20,2

j~—kA K = 86';”‘ (4.9.13)
gdje je ocito k2 > O paje k = VE2 pozitivna realna konstanta. Dobili smo tzv. Londonovu jednadzbu. Posto ¢e u
slucaju kad imamo vanjsko magnetsko polje, vektorski potencijal A unutar vodica opcenito biti neiS¢ezavajuci (kao
posljedica rubnih uvjeta), vidimo da Londonove jednadZbe govori da ¢e u ovakvom vodicu teci elektri¢na struja ¢im
postoji vanjsko magnetsko polje.

Ovo ima jednu vaznu neposrednu posljedicu. PoSto ovdje govorimo o dobrim vodi¢ima, znamo da u stacionarnim
uvjetima u unutra$njosti vodica vrijedi p(x) = 0 i stoga A°(x) = konst. Elektri¢no polje je stoga dano s E =
—0A /0t = 0, pa primjena Ohmovog zakona E = Rj (koji opCenito vrijedi za dobre vodice), gdje je R elektri¢na
otpornost materijala, i Cinjenice da je j # 0 u prisustvu vanjskog magnetskog polja, daje

R=0

Sto je definicija supravodljivosti. Dobili smo da je vodic u fazi s spontanim lomom simetrije, tj. za T' < T, supravodic.
Razmotrimo sada magnetsko polje u supravodicu. Djelovanjem s Vx na Ampereovu jednadzbu V x B = j, te
koristenjem V - B = 0 i Londonove jednazbe (4.9.13), dobijamo

V?B = -V xj — V’B = k’B (4.9.14)
Cisto matematicki gledano, opée rjesenje je dano linearnom superpozicijom rjesenja

8|m2|

B(x) = Betk*x | k-Bp=0 kl=k=e 3
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gdje desna jednakost dolazi od Maxwellove jednadzbe V - B = 0. Osim rjesenja B = 0 sva druga rjeSenja imaju
eksponencijalnu ovisnost. Zahtjev fizikalnosti nam kaZe da rjeSenja koja eksponencijalno rastu unutar supervodica
nemaju smisla i treba ih odbaciti. Npr. ukoliko je z = 0 grani¢na ravnina, tako da je vakuum u z < 0 a supravodic¢ u
z > 0 dijelu prostora, tada su jedina fizikalno prihvatljiva rjeSenja dana s

B(z)=Bge ™ | By-2=0 (4.9.15)

Vidimo da magnetsko polje moZe penetrirati supravodi¢ do karakteristicne dubine d, dane s

1 1 A 1 A 1
d=7=— |5 ==\ (T, —T)2
ke 8m?l e 8a( )

$to znaci da "duboko" u supravodicu magnetsko polje iSCezava, B ~ 0. Ova pojava poznata je pod imenom Meissne-
rov efekt.

Meissnerov efekt: Supravodic istiskuje silnice magnetskog polja iz svoje unutra$njosti.

Treba uociti da je Meissnerov efekt direktna posljedica masivnosti fotona u Hiigsovom mehanizmu spontanog
loma bazdarne simetrije. U rezimi malih fluktuacija oko vakuuma, u kojem moZemo zanemariti doprinos Lin; u
(4.9.10), elektromagnetsko polje zadovoljava jednadZbu

OA* + m?YA“ =0 , my = |qlv=ce

Eksponencijalno trnjenje magnetskog polja u supravodic¢u ima jednak uzrok kao eksponencijalno trnjenje Yukawa
potencijala — prijenosnik medudjeovanja je masivan i inverz njegove mase odreduje doseg sile, odnosno dubinu pene-
tracije polja, putem relacije d = 1/m..

4.10 Spinori i spinorna polja

Vidjeli smo da se polja pridruZena Cesticama cjelobrojnog spina s mogu dobiti iz tenzorskih polja ¢, ..., (). No, iz
analize unitarnih reprezentacija Poincaréove grupe slijedi da postoje Cestice polucjelobrojnog spina, ¢ije postojanje
vidimo i u prirodi. Pitanje je kako konstruirati polja pridruZzena Cesticama polucjelobrojnog spina? Zadrzat ¢emo se na
Cesticama spina 1/2 jer su najvaznije (sektor “materije” u Standardnom modelu fizike Cestica je izgraden iskljucivo od
spin 1/2 Cestica), no procedura se jednostavno generalizira na viSe spinove (npr. na Cestice spina 3/2 koje se pojavljuju
u teorijama supergravitacije).

4.10.1 Jednostavni izvod Diracove jednadzbe analogijom iz nerelativisticke kvantne mehanike

Najbrzi “izvod” relativisticke jednadZbe koja opisuje spin-1/2 Cestice ide putem analogije s nerelativistickom kvant-
nom mehanikom. Znamo da je hamiltonijan za slobodnu nerelativisti¢ku ¢esticu mase m dan s:

2
Hy= P (4.10.1)

T 2m
Ako opisujemo spin 1/2 Cesticu, znamo da je pripadna valna funkcija dvokomponentni spinor:

olo) = [ 1)

Ako se takva Cestica nalazi u magnetskom polju opisanom potencijalom A (x) iz eksperimenta znamo da je hamilto-
nijan dan s

H=—(p—qgA)¥?—--—"—0-B 4.10.2
2m(p qA) 57 0 (4.10.2)



gdieje B =V x A, dok su o = (c!,0?,03) Paulijeve matrice:

1_ |01 s [0 —i 3 [1 0
o —[1 O} , o _[i 0] , o° = 0 —1 (4.10.3)

Hamiltonijan (4.10.2) nam sugerira da je “prirodni” zapis za Hy umjesto (4.10.1) dan s:

(o -p)*
2m

Hy =

(4.10.4)

U nerelativistickoj fizici to je potpuno isto kao (4.10.1) zbog postojanja identiteta (za dva proizvoljna operatorska
vektora A i B)

(6-A)e-B)=A-B+io (A xB) (4.10.5)

jer uvritavanje A = B = p daje (0 - p)? = p?. Zasto je (4.10.4) prirodno? Zato $to kad primjenimo pravilo za
minimalno vezanje

P—>PpP—dA
na (4.10.4) dobijemo upravo (4.10.2). To slijedi iz:
o (p—qA)) =(p—qA)’ +io-[(p—qA) x (p—qA) = (p—¢A)’ —igo-(p x A+ A x p)
=(p-qA)’—qo-B

gdje smo u zadnjem redu koristilip x A + A X p = —iV x A = —B.

S obzirom da je u z- reprezentaciji p = —:V, to znaci da u Schrodingerovoj jednadzbi treba napraviti supstituciju
V2 — (o - V)2. Primjenimo to sada na valnu jednadZbu koja se dobije iz relativistickog izraza za energiju putem
Pp — 10!

0= pupt —m? = (8,0" + m?)¢p= (0F — V2 +m?) =0

$to je nas “znanac” Klein-Gordonova jednad?ba. Naivan pokusaj bi bio primijeniti supstituciju V2 — (¢ - V)2 no to
ocito nece dati relativisticku jednadZbu jer se vrijeme tretira odvojeno od prostora. Stoga treba napisati izraz u formi
u kojoj se derivacije po prostoru i vremenu prvo zbrajaju, a tek onda mnoZe. Lako se vidi da se ta forma postiZe
jednadzbom:

(00 —0-V)(8g+0 V) +m?] ¢(z) =0 (4.10.6)

Ova jednadZba, koja se naziva van der Waerdenova jednadzba, opisuje relativistiCku Cesticu spina 1/2. U slucaju
slobodnog polja zbog (o - V)? = V? jednadzba se svodi na Klein-Gordonovu. Razlika nastaje ako postoji vanjsko
elektromagnetsko polje A, (x) jer u tom slucaju treba primijeniti minimalno vezanje 0, — 0, +1igA, na (4.10.6), $to
ne daje Klein-Gordonovu jednadzbu u prisustvu vanjskog polja. Pokazat éemo da je van der Waerdenova jednadzba
ekvivalentna Diracovej jednadZbi, koju ¢emo malo kasnije izvesti iz op¢ih principa Lorentz kovarijantnosti.

4.10.2 Lorentzova grupa detaljnije

Posto je klju¢ u konstrukciji polja cjelobrojnog spina razumijevanje projektivnih kona¢nodimenzionalnih reprezenta-
cija prave Lorentzove grupe SO(1,3)™, razmotrimo malo detaljnije ovu grupu i njenu Liejevu algebru. Za razumije-
vanje Liejeve algebre treba razmotriti ponasanje grupe u infinitezimalnoj okolini jedini¢nog elementa:

AF, =k, + ety ) et < 1
UvrStavanje u uvjet za Lorentzove transformacije daje:

Nuy = npoApuAUV =Nw T E€w T vy = € = —€up
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tj. infinitezimalne antisimetri¢ne matrice generiraju pravu Lorentzovu grupu. Prostor takvih matrica je 6-dimenziona-
lan. Za bazu ovog prostora moZemo odabrati 6 tenzora J = (J1, Ja, J3), K = (K7, K9, K3) danih s

000 0 00 00 00 0 0
000 0 0 0 0 i 00 —i 0
[ [T [

(% =10 0 0 — G el N =g 0 o
00 i 0 0 —i 0 0 00 0 0

0 —i 00 0 0 —i 0 0 00 —i

w _|-i 0 00 w _ 10 0 0 0 w _ 10 00 0
0 0 00 0 0 0 0 —i 00 0

J i K ¢ine bazu Liejeve algebre Lorentzove grupe, koja se naziva so(1,3).22 Opéa prava Lorentzova transformacija
infinitezimalno bliska jedinici moZe se parametrizirati sa 6 infinitezimalnih realnih brojeva § = (61, 62,63), 8 =

(B1, B2, B3) na nacin:
e, =i(0-J" + B -K")

Iz oblika generatora vidljivo je njihovo fizikalno znacenje: § - J = 06 -J generira infinitezimalnu rotaciju za kut
0 oko osi odredene s jedini¢nim vektorom 6, dok B-K=3 B - K generira infinitezimalni boost rapiditeta 8 u smjeru
jedini¢nog vektora B .

Liejeva algebra je odredena komutacijskim relacijama (u kojima je mnoZenje naprosto matricno mnozZenje)

3 3 3
[Jj, Jk] = iZEjlil s [Jj,Kk] = izgjk:lKl s [Kj,Kk] = _izgjk:ljl (4.10.7)
=1 =1 =1

gdje je €, potpuno antisimetri¢ni Levi-Civita tenzor, koje se mogu provjeriti eksplicitnim ra¢unom.
Koriste¢i generatore moZemo napisati svaki (ne samo infinitezimalno blizak jedinici) element prave Lorentzove
grupe jednoznacno kao:

A@B,B) = exp(i0-J +iB-K)

gdje su domene parametara dane s 0 < 6; < 2mr , —oo < 3; < oo, gdje ograniCenje na 6; dolazi od toga da je
rotacija za 2 identitet u SO(1, 3) grupi.
Katkad je prakti¢no upakirati generatore J i K u antisimetri¢ni tenzorski objekt definiran kao:

0 Ky Ky K3
-K; 0 Jz  —J2
-Ky —-J3 0 J1
-Kz3 Jo» —-J1 O

VI = (4.10.8)

za koji se koristeci (4.10.7) lako moZe pokazati da zadovoljava sljedece komutacijske relacije
(VI VPO] = (P VHT — P VT — @ HP 4 pho 1/VPY

koje nam govore da se uistinu radi o Lorentz tenzoru ranga 2. Prave Lorentzove transformacije se onda mogu napisati
kao:

A(0) = exp (i1 0,, V) , O = =0,

2Standardna je konvencija da se Liejeva algebra dane Liejeve grupe oznacava na isti na¢in, uz jedinu razliku da se za grupu koriste velika
slova a za pripadnu algebru mala slova u fraktur fontu.
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4.10.3 Konacnodimenzionalne reprezentacije Lorentzove grupe

Kao §to smo objasnili u odjeljku 4.2.3 (vidi (4.2.11)-(4.2.12)) Lorentz kovarijantnost traZi da je prava Lorentzova
grupa reprezentirana linearno na poljima, i da nas za ovu svrhu zanimaju kona¢nodimenzionalne i ireducibilne re-
prezentacije (IRREP) Liejeve algebre. U svrhu konstruiranja IRREP korisno je uvesti sljedece linearne kombinacije
generatora Lorentzove grupe:

1
Ji = 5 (J; £ik;) (4.10.9)
za koje iz (4.10.7) slijede komutacijske relacije
3 3
T =i et Uy =0 ewdy . 1 =0 (4.10.10)
=1 =1

Treba obratiti paZnju da generatori J* Zive u kompleksificiranoj Liejevoj algebri so(1,3), so(1,3;C). Iz komu-
tacijskih relacija (4.10.10) vidimo da je so(1, 3; C) naprosto unija (direktna suma) dvije nezavisne algebre koje su
identi¢ne algebri grupe SO(3) (rotacije u 3-dimenzionalnom prostoru), tj. matematickim Zargonom

50(1,3;C) = s0(3) © s0(3) (4.10.11)

Posto se moZe pokazati da su IRREP Lieve algebre so(1,3) identi¢ne onima kompleksificirane algebre so(1, 3; C)
(osim $to su prve definirane na prostoru R, a druge na prostoru C), (4.10.11) nam govori da sve §to trebamo je
pronaci sve IRREP algebre s0(3) i napraviti sve moguée direktne sume. No, problem konstrukcija IRREP algebre
50(3) = su(2) ste veé prije rijesili na kursu iz kvantne mehanike (prilikom analize angularnog momenta i spina) i
znate da su u potpunosti karakterizirane jednim (polu)cjelim brojem j € N°/2:

IRREPso0(3) : j = O,

gdje je dimenzija IRREP tipa j jednaka 2j+1. Iztogai (4.10.11) slijedi da su IRREP Liejeve algebre prave Lorentzove
grupe karakterizirane parom brojeva (4, B) gdje su A, B € NY/2:

IRREPsu(1,3) : (AB) = (0,0) , (1,0) , (0,1) , (1) , (1,00 , (0,1) ,

272

IRREP so0(3) : s (spin)

0 b b 0@1 b 1 b 1 b

D=
-
N[

U donjem redu su napisane IRREP od grupe rotacija generirane s J = J*+ J~, koje su karakterizirane spinom
s € N°/2, od kojih je sainjena dana reprezentacija (A, B). S obzirom da se radi o matematici identi¢noj zbrajanju
angularnih momenata u kvantnoj mehanici, znate da (A, B) sadrzi spinove s = |[A — B|,|A—B|+1,...,A+ B —
1,A+ B.

Jednom kad smo za danu IRREP (A, B) konstruirali bazu Lieve algebre, Cije elemente ¢emo oznaciti s J (4 p) i
K (4,p), pripadnu projektivnu reprezentaciju prave Lorentzove grupe konstruiramo eksponenciranjem:

D(A,B) (0”3) = exp (29 . J(A,B) +ip- K(AB))

Sto se tice domene definicije parametara @, moZe se pokazati da je u reprezentacijama s polucjelobrojnim spinom
((A+ B) polucjelobrojno) rotacija za 27 jednaka (—1), a tek rotacija za 47 (“dva puna kruga”) daje identitet (jedinicu).
Tako da Ce za takve reprezentacije gornja parametrizacija biti potpuna i jednozna¢na ako domenu definiramo na nacin
0 <0; <4m, —oo < B < oo. Reprezentiranje putem Liejeve algebre umjesto grupe automatski nam daje
projektivne reprezentacije Lorentzove grupe.

Za dvije IRREP pripadna polja smo veé razmatrali: (0,0) je reprezentirano na skalarnom polju ¢(x), a (1,1) na
vektorskom polju V,,(z). Sada ¢emo se fokusirati na polja s polucjelobrojnim spinom i to prvenstveno na spin-1/2
polja.
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4.10.4 Spinorne reprezentacije

Cilj je eksplicitno konstruirati reprezentacije (%, 0) i (0, %) jer oc¢ekujemo da ¢e polja na kojima su reprezentirane
opisivati spin-1/2 Cestice. Za to nam treba IRREP s0(3), §to ste naudili na kursu iz napredne kvantne mehanike. Bazu
dvodimenzionalne j = 1/2 reprezentacije moZemo reprezentirati Paulijevim matricama o, danim u (4.10.3), koje
zadovoljavaju komutacijske relacije:

3

[Uj,O’k] = Zifojklal
=1

Usporedbom s (4.10.10) vidimo da

dok za odabir

o o
(; N 0) J= 5 N K=1 5
o .o
(O, %) J = 5 y K = —1 5
Posto su Paulijeve matrice hermitske, a;f = 0, vidimo da su generatori boostova antihermitski, K;r = —Kj, iz Cega

slijedi da reprezentacije nisu unitarne (ne postoje konacnodimenzionalne unitarne reprezentacije prave Lorentzove
grupe). Takoder uocite da je (0,3) = (1,0)", tj. reprezentacije su povezane hermitskom konjugacijom pa se katkad
govori da se radi o kompleksno konjugiranim IRREP.

Elementi dvodimenzionalnog kompleksnog vektorskog prostora na koji spin-1/2 generatori (odnosno Paulijeve

matrice) djeluju nazivaju se spinori. OcCito postoje dvije vrste dvokomponentnih spinora:

(0,1) : desni Weylovi spinori p = [lﬁm}
VR2

(1,0) : lijevi Weylovi spinori 1;, = [zﬂ]
L2

koji se na pravu Lorentzovu simetriju transformiraju na nacin
Yr — Pr=e2 @Dy gy g = ey, (4.10.12)
Ukoliko su @ i B infinitezimalni, transformacije se svode na:
1,. 1.
5¢R:§(29+ﬂ)-0’w1{ , (51/JL=§<20—,3)-0'¢L (4.10.13)

Hermitskim konjugiranjem gornje infinitezimalne transformacije dobijamo

Sy = —%T/JLU - (i0 — B) ’ SY) = —%T/JTLO" (i6 + B) (4.10.14)
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4.10.5 Weylova spin 1/2 polja

Koriste¢i spinore moZemo definirati spinorna polja ¢, z(x) tako da svakoj tocki prostor-vremena pridruzimo spinor
na gladak nadin. Zelimo naéi relativisticki lagranZijan za slobodna polja, §to zna¢i da mora biti Lorentz invarijantan
(tj. Lorentz skalar do na totalnu derivaciju), za koji ofekujemo da ¢e kvantizacija voditi na Fockov prostor Cestica
spina 1/2. Trivijalan pokuSaj, npr. za ¢'r, bi bio

L Z (9,05 (0" dr) — m*¥ln (4.10.15)

No, koristeci (4.10.13)-(4.10.14) lako se pokaZe da se maseni ¢lan u gornjem lagranZijanu transformira na infinitezi-
malne prave Lorentzove transformacije na sljedeéi nacin

S(Whvr) = (O0h) ¥r + ¥k dvr =B - (Whovr) #0 (4.10.16)

pa vidimo da lagranzijan (4.10.15) nije Lorentz invarijantan. Na slican nacin se moZe pokazati da ni kineticki ¢lan
u (4.10.15) nije Lorentz skalar.

Za konstrukciju kinetickog ¢lana, koji mora sadrZzavati 4-derivaciju 9,,, spretno je prvo pronaci 4-vektorsku ve-
li¢inu V]’{ koja je izgradena od spinora (¢)r u naSem slucaju) a koja je 4-vektor. Najprirodnije je krenuti od 3-
komponentne veli¢ine 1/12 o v i pokusati je dopuniti do 4-vektora. To zna¢i da moramo naéi 2 x 2 matricu o takvu
da se veli¢ina

VE=yphotyp
transformira kao 4-vektor. Dakle, na infinitezimalne Lorentzove transformacije mora se ponasati na sljede¢i nacin
sVP=B-V. ,  §V=BV'-6xV (4.10.17)
Razmotrimo transformaciju veliCine wL o YR, za koju primjenom (4.10.13)-(4.10.14) dobijamo

S(loR) = Bhvr) — 0 x (Vo vR) (4.10.18)

Usporedbom (4.10.16) i (4.10.18) s (4.10.17) vidimo da ako uzmemo
0_ o_,_ |10
Vg = YRR = o —]l—[0 1]

Vg Ce se transformirati kao 4-vektor, $to znaci da je 4-vektor. Posto je V}’{ 4-vektorsko polje, onda su

bhotdr , (Bh)o" vn (4.10.19)
skalarna polja koja su ociti kandidati za konstrukciju kineti¢kog ¢lana u lagranZijanu. Uocite dvije stvari:

e Zbroj dva ¢lana u (4.10.19) je totalna derivacija. PoSto totalne derivacije ne mijenjaju jednadZbe gibanja, za
veéinu potreba dovoljno je koristiti samo jedan od dva ¢lana.

e MoZe izgledati Cudno da je kineticki ¢lan u lagranZijanu linearan u 0,, umjesto kvadrati¢an. Razlog je $to je 4-
vektor VI’{ sam po sebi kvadrati¢an u poljima. Stvar je u tome da ne postoji 4-vektor koji je linearan u spinornim
poljima pa stoga ne moZemo konstruirati kineticki ¢lan kvadrati¢an i u poljima i u d,,. Ovo je specificnost polja
polucjelobrojnog spina.

V} je realna veli¢ina jer:

(Vi)' = vl ot vr =V
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gdje smo koristili hermiti¢nost Paulijevih matrica. Na sli¢an na¢in dobijamo:

(ko™ 0ur)" = (Buvk) 0" vr

Posto je LagranZijan nuZno realan, tj. hermitski, kineti¢ki ¢lan u LagranZijanu za desno Weylovo spinorno polje mora
biti dan s>

B = %w}% ot Qpp — %(ayng)a“ g = i} 0" 9,4bR + (totalna derivacija)

gdje je
ot = (1,0)

Za puno prakti¢nih potreba spretno je koristiti drugi (kraci) izraz (uz zanemarenje totalnih derivacija). No treba imati
na umu da on sam za sebe nije realan tako da se u svim situacijama u kojima je realnost akcije vazna ili je topologija
prostor-vremena netrivijalna mora koristiti prvi (duZi) izraz.

Ponavljanje gornje procedure za lijevo Weylovo spinorno polje ¢, () vodi na 4-vektor V}* dan s
VL“ = 1”; oty , ' =(1,-0)

a kineticki ¢lan u lagranZijanu je

L = %wz " AL — %(3u1/1j;)5“ P = z’q/;j: " 0,11 + (totalna derivacija)

Weylova spin 1/2 polja su bezmasena i vidjet ¢emo da jedno takvo polje nakon kvantizacije vodi na Fockov
prostor izgraden od Cestica (i pripadnih antiestica) samo jednog heliciteta. Napomenimo da postoji nacin kako
generirati masu slobodnom Weylovom polju dodavanjem tzv. Majorana masenog ¢lana u lagranZijan. No, kako se
time mijenja helicitetna struktura Cesti¢nih pobudenja polja i nacin kako takva polja ulaze u medudjelovanja, takva
polja imaju posebno ime (Majorana spinorna polja) i razmotrit ¢emo ih zasebno malo kasnije.

4.10.6 Diracovo spin 1/2 polje

Postavlja se pitanje kako dobiti masivno spin 1/2 polje? Postoje dva nacina uvodenja mase, putem Diracove i/ili
Majorana mase. Razmotrimo sada prvu vrstu koja nas vodi na definiranje Diracovog spinora.
Ukoliko imamo par Weylovih polja, v;, i ¥, moZemo konstruirati realni Lorentz skalar na sljedeci nacin

Lpm = —m@lvr +vhor) (4.10.20)

koji se naziva Diracov maseni ¢lan, a parametar m Diracova masa. Da se uistinu radi o Lorentzovom skalaru slijedi
iz

SWivr) =0 ,  S@whyr)=0 (4.10.21)

Zadatak 4.10.1: Primjenom (4.10.13)-(4.10.14) dokazite (4.10.21).

Citatelj se moZe zapitati zasto nismo razmotrili &lan
; Ton o ot
Zm(w Ll/}R (0 R@bL)

Druga moguénost bi bila da zbrojimo dva &lana iz (4.10.19), no, kao §to smo veé konstatirali, ova kombinacija daje totalnu derivaciju koja
se u svim situacijama u kojima je topologija prostor-vremena trivijalna moZe zanemariti.
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koji je takoder realan i Lorentz skalar. Odgovor je da, kao Sto ¢emo vidjeti kasnije, spin 1/2 polja imaju antikomu-
tativnu prirodu pa se moZe pokazati da je ova druga masena kombinacija trivijalna i ne doprinosi dinamici polja (u
stvari dodaje nebitnu konstantu akciji).

Zbrajanjem kinetickih ¢lanova i Diracovog masenog ¢lana dobijamo Diracov lagranzijan:

Lp=Lr+Lp+ Lpm =itk 0" 00p + it} 3% 8,00 — m(] g + Phibr) + (totalna derivacija)

Diracov lagranZzijan se moZe jednostavnije zapisati, ako uvedemo 4-komponentni Diracov spinor

p= {W} (4.10.22)
YR
te takoder definiramo ¢ = ¢! ~°, gdje su v* &etiri 4 x 4 matrice, zvane Diracove matrice, dane s:
0 ot
p_
y [(3“ 0 ] (4.10.23)

U tom slucaju Diracov lagranZijan za slobodno Diracovo polje moZemo napisati u obliku

Lp= -y 0 — % Ouy"p — mapyp = ("0, — m)4 + (totalna derivacija)  (4.10.24)

N | =

Primjenom Euler-Lagrangeovih jednadzbi lako se pokaze da je jednazba gibanja za slobodno Diracovo polje

(iv"8y —m)yp =0 (4.10.25)

Uocite da po konstrukciji prava Lorentzova grupa na Diracovom polju nije reprezentirana ireducibilno, ve¢ se radi

0 “uniji” (to¢nije, direktnom zbroju) reprezentacija koja se matematicki oznacava s (1,0) & (0, 1).

Zadatak 4.10.2: Dokazite (4.10.25).

Vjezba 4.10.3: Pokazite da su Diracova jednadzba (4.10.25) i van der Waerdenova jednadzba (4.10.6) ekvivalentne,
ne samo za slobodno polje nego i u prisustvu minimalno vezanog spin 1 polja.

Dokaz: Radi preglednosti razmotrimo prvo slobodne jednadZbe. Uocite da se (4.10.6) moZe napisati u obliku:
(i5+9,) (ic"9,,) ¢ = m*¢ (4.10.26)
Ukoliko definiramo y () na sljedeéi nacin:
mx = ic"0,¢
i potom uvrstimo to u (4.10.26), dobijamo da polje ¢ zadovoljava jednadZbu:
m¢ = ic"0ux

Par vezanih jednadzbi za ¢ i x koje smo dobili su ekvivalentne van der Waerdenovoj jednadzbi (4.10.6). S druge
strane, ovaj par jednadzbi je potpuno identi¢an paru jednadZzbi za 11, 1 ¥ g koje slijede iz Diracove jednadzbe u Weylo-
voj reprezentaciji ukoliko napravimo identifikaciju ¥ g = v, v, = x. To znaci da je slobodna van der Waerdenova
jednadZzba ekvivalentna slobodnoj Diracovoj jednadzbi.

U prisustvu minimalno vezanog spin 1 polja, sve Sto treba napraviti je supstituirati 9,, — 0, — i¢A,. Dokaz
ekvivalencije jednaZbi ide potpuno jednako.
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4.10.7 Svojstva Diracovih matrica

1z definicije Diracovih matrica (4.10.23) slijedi

0 1 . 0 o’
0 — J = . | =
/Y - |::H. 0:| 9 7 - |:—O"7 0:| Y j 17273

Koristeéi antikomutacijske relacije za Paulijeve matrice, koje su dane s
I k1 — 95.
{07,0"} =26;1,

lako se pokaze da Diracove matrice zadovoljavaju sljedece antikomutacijske relacije:

{¥*,4*} = 2n*¥ (Definicija Diracovih matrica) (4.10.27)

Ova relacija je u stvari definiciona relacija za Diracove matrice, u smislu da je svaki skup od 4 matrice koji ju
zadovoljava formalno jednako dobar. Vazno je imati na umu da je spinor 1/ definiran s

[ P = pT40 (4.10.28)

neovisno o reprezentaciji.

Specifi¢ni odabir za Diracove matrice dan u (4.10.23) je samo jedan izbor koji se naziva Weylova reprezenta-
cija. Obratite paZnju da su izrazi (4.10.22)i ¢ = (v,b;12 ¢D specificni za Weylovu reprezentaciju i opéenito ne vrijede
u drugim reprezentacijama, za razliku od relacija (4.10.27) 1 (4.10.28) koje su univerzalne.

U praksi se Cesto koristi i tzv. Majorana reprezentacija Diracovih matrica:

0 __ 0 O'2 172, 0'3 0 2 0 —O'2 3*—’L. O'1 0
Y= 0,2 0 = 0 0_3 = 0,2 0 = 0 0,1
koja je karakteristicna po tome da su Diracove matrice ¢isto imaginarne.

Razmotrimo neka vazna svojstva Diracovih matrica i definicije nekih pridruZenih matrica koje su neovisne o
reprezentaciji. Kao prvo, uocite da iz (4.10.27) slijedi da je

=1 , ()P=-1

To znaci da su svojstvene vrijednosti 4° matrice 41, a 47 matrica 4. Iz toga pak dobijamo sljedeée ponasanje na
hermitsku konjugaciju

AT = 40 : A (4.10.29)
Iz ovih relacija i (4.10.27) ocito slijedi
P = 407490
Korisno je uvesti velicine
1 ot
I NN g =2
o =" 5
Hermitska konjugacija daje
» l l
(S#)T = —— [y71, 1] = — [y, 4]
4 4
pa upotrebom (4.10.29) dobijamo da je
(Sjk’)T — gik , (SOJ)T — _g0J
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Sad se lako moZe pokazati da vrijedi
0(54) 170 = s
Koristeci (4.10.27) moZe se pokazati da S*¥ zadovoljava komutatore
[SH, SP7] = i(n"P SHT — nHP S¥7 — "7 SKHP 4 nho S¥P) (4.10.30)

Vidimo da su potpuno identi¢ni komutatorima kakve zadovoljavaju generatori pravih Lorentzovih transformacija V*¥
definirani u (4.10.8). 1z toga moZemo zakljuciti da S*” reprezentiraju generatore V'#* na prostoru Diracovih spinora
(neovisno o reprezentaciji).

Kao $to éemo uskoro vidjeti, vaZna veli¢ina je v° matrica koja se definira kao

78 = iy Oyla2e3 (4.10.31)

Koristeéi (4.10.27) lako se dokaZu sljedeéa svojstva v matrice:
*)P=1 . M= =0
VaZna matematicka tvrdnja je da skup matrica
{1,7°,9%,7°9", "}

¢ini bazu na prostoru 4 x 4 kompleksnih matrica. PoSto je broj to¢no onoliki koliki treba biti (16), treba samo
pokazati da su matrice linearno nezavisne. Dokaz se moZe pronaci u udzbenicima a mi éemo prihvatiti ovu tvrdnju
kao Cinjenicu. Posljedica ove tvrdnje je da je u izgradnji i analizi bilineara sacinjenih od Diracovih polja dovoljno
razmotriti samo elemenate baze, jer se svi drugi bilineari mogu dobiti linearnim kombiniranjem baznih.

4.10.8 Korisni identiteti s tragovima

Ovdje ¢emo navesti neke identitete vezane uz tragove produkata Diracovih matrica koji se Cesto pojavljuju u racunima
koji ukljucuju nepolarizirana rasprienja i/ili petlje u Feynmanovim dijagramima. Sve $to nam treba u izvodu su
definicione relacije

vewt=2nm . 5 =10M7273
i dvije relacije koje slijede iz njih
B=1 .  {nsr=0

To znaci da ¢e dobijeni rezultati biti neovisni o reprezentaciji Diracovih matrica.
Krenimo od najjednostavnijeg traga i iskoristimo gornje relacije i ciklicnost traga:

tr(’yu) = tr(’Yg'Yu) = _tr(757u75) = _tr('ﬁﬁg) = _tr('Yu)

Slijedi da je tr(vy,) = 0. Slicnom procedurom moZemo pokazati da to vrijedi za svaki produkt neparnog broja v,
matrica:

[ tr(’y,ul e ‘f}//‘Lanl) =0

neN (4.10.32) ]

Sljedeci po kompleksnosti je:

tr(vu) = —tr(vuv) + 20wtr(l) = —tr(yy) + 81w

iz Cega slijedi
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[ tr(vuve) = 40 (4.10.33) ]

Na sli¢an na¢in moZemo pokazati:

tr(’Vu’VV'Vp’Y)\) = 4(77/u/77p>\ — NupMvx + 77,u>\77up) (4.10.34)

Iterativnom procedurom moZe se dobiti formula za trag produkta proizvoljnog broja Diracovih matrica, no nama
¢e trebati samo ove formule koje smo napisali iznad.

4.10.9 Svojstva na Lorentzove transformacije
Djelovanje prave Lorentzove grupe na Diracove spinore je dano 4 x 4 matricama:
D(A) =exp (i0,,S*) O =—0y, (4.10.35)
tako da se spinori transformiraju na pravu Lorentzovu transformaciju A na sljedeci nacin:
b(z) L (@) = D(A)p(z) o= A, (4.10.36)

U Weylovoj reprezentaciji Diracovih matrica vrijedi:

3 !

k __ E ) 0j _ g _ °
s 5 =1 M |:0 Ul:| ’ o= KJ S 2 |: 0 GJ:|

$to, usporedbom s (4.10.12), jasno pokazuje da je S** uistinu izgraden od generatora Lorentzovih transformacija.
Iz gornje relacije slijedi da je projekcija angularnog momenta na z-os reprezentirana s:

Pt % [(63 :3} (4.10.37)
1z toga slijedi da je rotacija za konacni 6, oko z osi reprezentirana na Diracovom polju s:
i% 0 0 0 =20 0 0
D(Ry,) = exp 8 _695 Z% 8 _ 8 e_lg"m 61.92/2 8 (4.1038)
o o0 o0 -—i% 0 0 0 e /2
Vidimo da je rotacija za 27 reprezentirana s D(R,) = —1. Posto nema niSta specijalno s osi z, moZemo zakljuciti da

e to vrijediti za rotaciju za 27 oko proizvoljne osi, pa moZemo zakljuciti da se spinori transformiraju na rotaciju za

27 na sljedeéi nacin:
2

P(x) = P'(z) = —(x)

Posto rotacija za 27 nije mjerljiva (jednaka je identitetu na mjerljivim veli¢inama) ocito je da spinori sami po
sebi nisu mjerljivi. Mjerljive veli¢ine moraju biti izgradene od produkata parnog broja spinornih polja.

Razmotrimo najjednostavnije takve produkte, tj. bilineare (produkti dva spinora). Naravno, posebno smo zainte-
resirani za one koji daju Lorentz tenzore. U tu svrhu vazno je uociti sljedece relacije

DA) D) = Ay, D)D) =7 (4.10.39)
koje su direktna posljedica (4.10.27) i definicija D(A) i v°.

1z (4.10.39) i relacija dobijenih u prethodnom odjeljku mogu se dokazati sljedeée tvrdnje:
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1. 91 je Lorentz skalar.

[\

. ¥y je Lorentz pseudoskalar.

. ¥y*1 je Lorentz vektor.

[98)

4. 1p~Py* 1) je Lorentz aksijalni vektor.
5. 1 o" 1) je Lorentz tenzor ranga 2.

Rije¢ pseudo govori o transformiranju na paritet §to cemo pojasniti u odjeljku 4.14.2. Obratite paznju da ova lista
salinjava potpunu taksonomiju realnih bilineara, koji ne sadrZe derivacije polja, s obzirom na Lorentzove transfor-

.....

trivijalnim ubacivanjem derivacija:
6. 10,1 je Lorentz vektor.

7. 4 v*0,1 je Lorentz skalar.

gdje toCkice oznacavaju bilineare koji uz derivaciju sadrZe i druge ¢lanove baze, te ¢lanove s dvije i viSe derivacija
(kojih ima beskonacan broj). Za dokaz transformacija na pravu Lorentzovu grupu simetrija treba koristiti (4.10.39) i
(4.10.36) te zakon transformacije polja ¢ koji je

Blr) 5 @@ = P@) D), 2= A (4.10.40)

Zadatak 4.10.4: DokaZite (4.10.39) i (4.10.40).

Vjezba 4.10.5: Dokazite gornje tvrdnje za transformacije bilineara na pravu Lorentzovu simetriju.

Dokaz: Dokazat ¢emo samo tvrdnju 3., a ostale prepustiti za domacu zadacu (1., 6.1 7. smo ve¢ prije dokazali koristeci
Weylovu reprezentaciju). Primjenom (4.10.36) i (4.10.40) dobijamo

(") =" (@) ¢ (@) = ¥ (x) D(A) T " D(A)ep(z)
Uvrstavanje (4.10.39) daje
(@Z 'Y'u 1/})/ = A¥, @Z(:U) 711 ¢($) =AY, (1; ’YV %b)

Sto je zakon transformacije 4-vektorskog polja.

U praksi se pokazuje elegantnim koristiti Diracovu slash notaciju u kojoj se mnoZenje i kontrakcija 4-vektora s
~v* matricama oznacava na sljedeci nacin:

A= ’YMAM ) J= 'Yuau

U ovoj konvenciji Diracov lagranzijan i pripadna jednaZba gibanja imaju vrlo kratak zapis

Lp=9@id-m)p = (i —m)y =0

MozZe se pokazati da slobodno Diracovo polje zadovoljava jednadzbu
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[ (O+m?)p =0 (4.10.41) ]

tj. svaka komponenta slobodnog Diracovog spinornog polja zadovoljava Klein-Gordonovu jednadZbu (isto vrijedi i za
slobodno Weylovo spinorno polje). MozZe se pokazati da je to univerzalno svojstvo svih slobodnih relativistickih
polja. Naravno, Klein-Gordonova jednadZba sadrZi manje informacije od Diracove jednadZbe i to treba imati u vidu
prilikom konstrukcije rjesenja.

Vjezba 4.10.6: Dokazite (4.10.41).

Dokaz: Ako djelujemo na Diracovu jednadzbu s lijeva s (i@ + m) dobijamo
- - v 1 17 1 17
0= (i +m) (i@ — m)y = (=77 00, — m*)¢ = <—2{7’*,7 M R m2>¢
Posto je 0,0, simetriCan tenzor, ¢lan s komutatorom i$¢ezava. Primjena (4.10.27) onda daje

0= —(1"9.8y +m*)y

Sto je upravo (4.10.41).

Na kraju ovog odjeljka, napisimo eksplicitno i jednadZbu za polje 1/, koja naravno nije nezavisna nego se moze
dobiti iz jednadzbe za 1 (to¢nije re¢eno, jednadzbe su ekvivalentne) kompleksnom konjugacijom i mnoZenjem s °:

10,y +mep =0 = @E(z’§+m) =0 (4.10.42)

gdje strelica oznacava smjer u kojem derivacija djeluje (kad nema strelice podrazumijeva se da je smjer djelovanja
kao i obi¢no s lijeva na desno).

4.10.10 Vezanje fotona na Diracovo polje
LagranZijan za slobodno Diracovo polje posjeduje unutarnju simetriju na U (1) transformacije
Y(x) — Y (z) = XP(x)  ,  xeR (4.10.43)

gdje je ¢ naboj polja . Stoga moZemo primijeniti minimalno vezanje na bezmaseno spin-1 realno polje A, (z)
(fotonsko polje) na nacin kako smo opisali u odjeljku 4.6.3 uvodenjem kovarijantne derivacije

Oy — D, =0, —iqA,

Diracov lagranzijan postaje

Lp =@+ qA — m)y

a pripadna jednadzba polja

(i@ + qd —m)p =0 (4.10.44)

Ukoliko imamo jedan elektron impulsa |p| < m i ako se polje A, moZe tretirati kao klasi¢no vanjsko polje
ovu jednadzbu moZemo rjeSavati kao jednocCesti¢nu valnu jednadZbu, onako kako ste to radili na kursu iz kvantne
mehanike. Dobijamo aproksimaciju jednocesticne relativisticke kvantne mehanike. Na primjer, na ovaj nacin
moZemo dobiti relativistiCke korekcije orbitala u atomu vodika. Naravno, na to dolaze korekcije kvantne teorije polja,
tzv. radijacijske korekcije, koje ¢emo razmatrati u poglavlju 5.
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Ako djelujemo na jednadzbu (4.10.44) s lijeve strane operatorom (i) + m) dobijamo
(P +m?)y =0 (4.10.45)
Koristedéi slican trik kao u prethodnom odjeljku
2 1 1 i
D" =" DpDy = 5 {4 }DuDy + 50", 7" 1DuDy = D* = 50" Dy, Dy
gdje sada treba imati u vidu da kovarijantne derivacije ne komutiraju ve¢ vrijedi
[D,u?Dl/] = _iQ([aua Al/] + [Am al/]) = _in;w
gdje smo koristili [0,,,0,] = 0= [A,, A,]i F, = 0,A, — 0,A,. Uvrstavanje u jednadzbu iznad daje
E)Q =D?— gUWFu,,

Uvrstavanje ovog izraza nazad u (4.10.45) daje jednadZbu

(D?+m? - gaWFW) Y =0 (4.10.46)

Usporedba s jednadZbom za spin-0 polje, koja glasi
(D*+m?)p =0

vidimo da je razlika ¢lan £ o#* F},,,. Razmotrimo sada njegovo fizikalno znacenje.
U Weylovoj reprezentaciji vrijedi

3 1 ;
; o' 0 o |=a? 0
O']k = E €kl [0 Ul:| s 0‘0] =1 [ 0 Uj:|
=1

Ako uvedemo elektricno polje E = (E4, Es, E3) i magnetsko polje B = (B, Bo, B3) na standardan nacin, F; = Ej
i Fj, = — ), €. By , dobijamo
q

7O—MVF/J,Z/ = —q |:

: (B +iE) o 0 } (4.10.47)

0 (B—iE)-o

Ako uvrstimo (4.10.47) i napravimo nerelativisti¢ki limes jednazbe (4.10.46) dobijamo da ¢lan s o - B iz (4.10.47)
daje doprinos hamiltonijanu (privremeno se vratamo na SI sustav jedinica):

h
Hps=—-—B-S glicje S=_o (4.10.48)

Sto je upravo oblik za energiju vezanja permanentnog magnetskog dipola ¢iji magnetski moment je dan s

h
m 2m
To znaci da ako napiSemo naboj kao ¢ = ne, iznos spinskog dipolnog momenta jednak je

7neh 7@

p=S—=npp , QB

2m  2m

gdje je pup poznat kao Bohrov magneton. Obratite paznju de je B - S vezanje za faktor dva snaZnije od vezanja
orbitalnog angularnog momenta L na magnetsko polje, koje smo izveli na kursu iz Elektrodinamike i za koje smo
dobili:.>*
His=--LB.L
2m

2*Bohrov magneton se definira kao doprinos magnetskom momentu koji kreira orbitalni angularni moment iznosa £, a ne h/2.
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Ova Cinjenica je bila uocena promatranjem eksperimentalnih promatranja anomalnog Zeemanovog efekta u atomskim
spektrima ve¢ 1925. (od strane Uhlenbecka i Goudsmita) manje od godinu dana nakon Sto je Pauli iznio hipotezu o
postojanju dodatnog kvantnog broja. Iz ovog rezultata mozemo zakljuditi sljedece:

Relativisticka teorija polja tocno predvida izraz za spinski magnetski moment za Cestice spina 1/2 ukljucujuci
i ekstra faktor 2 (tzv. g-faktor) koji postoji u odnosu na vezanje orbitalnog angularnog momenta na magnetsko
polje.

Napomenimo da je rezultat da je g = 2 za sve Cestice spina 1/2 u potpunosti misteriozan iz perspektive nerelati-
visticke kvantne mehanike, u kojoj je g neodreden parametar, neka vrsta konstante vezanja. U stvari, iz Cinjenice da je
spin vrsta angularnog momenta, i zbraja se s orbitalnim u (sacuvani) ukupni angularni moment na na¢in J = L + S,
naivno ocekivanje bi bilo da je ¢ = 1. Demonstracija 1928. da iz Diracove jednazbe neposredno slijedi g = 2 je bila
veliki uspjeh Diraca i njegove teorije. Ovaj rezultat je jedan od razloga zasto se nismo zadovoljili pojednostavljenim
“izvodom” Diracove jednadZzbe napravljenim u odjeljku 4.10.1 gdje smo uzeli zdravo za gotovo da je g = 2 — u tom
slucaju ne bi jasno vidjeli da relativnost nuzno implicira g = 2 za Cestice spina 1/2.

Treba reci da kvantne korekcije doprinose g-faktoru pa on nije tocno jednak 2, no te korekcije ne ovise samo o
spinu ve¢ i 0 masi i medudjelovanjima u kojima Cestica sudjeluje pa nisu univerzalne. U odjeljku 5.7 izracunat ¢emo
prvu kvantnu korekciju g-faktora unutar spinorne kvantne elektrodinamike.

Vjezba 4.10.7: DokaZite (4.10.48) tako da je jasno da taj ¢lan u potpunosti dolazi od ¢lana o#” F),,,.

Dokaz: U stvari, poSto smo pokazali da je Diracova jednazba s minimalno vezanim vanjskim poljem spina 1 ekviva-
lentna van der Waerdenovoj jednadzbi, a u odjeljku 4.10.1 smo vidjeli da ova reproducira (4.10.48) u nerelativisti¢-
kom limesu, mogli bi re¢i da dokaz ve¢ imamo. No, za potrebe odjeljka 5.7 ovdje ¢emo dokaz napraviti krecuéi od
(4.10.46) kako bi bili sigurni da magnetskom momentu doprinosi isklju¢ivo ¢lan (4.10.47).

U nerelativistiCkom limesu (4.10.46) postaje jednadzba za valnu funkciju pa mozemo napraviti standardnu kores-
pondenciju 0, — —ip,, i identificirati py s hamiltonijanom H. Na taj nacin dobijamo:

1 2
(H — qAo)?* =m?+ (p — qA)? —2¢(B-S +4E - S) = m? 1+W(p—qA)2—m—q2(B-SiiE-S)

gdje £ predznak se odnosi na 7, . Ograni¢imo se sada na situaciju u kojoj su polja E(x) i B(x) vremenski
neovisna i u kojoj vrijedi E = —VAgi B = V x A. Obratite paznju da su u nerelativistickoj aproksimaciji svi
¢lanovi u uglatoj zagradi puno manji od 1. Sad mozemo izvaditi kvadratni korijen na nacin da ostavimo samo granu
rjeSenja s pozitivnom energijom i zadrZimo se na prvoj korekciji u Taylorovom razvoju funkcije (1+x) 12 2142 /2.
Takoder koristimo Cinjenicu da nerelativisticka aproksimacija podrazumijeva da se polja sporo mijenjaju u prostoru,
Sto izmedu ostalog znaci da je Ag > (V Ap)/m pa u najnizem redu mozemo zanemariti E - S ¢lan. Rezultat je da se
Diracova jednadZba u nerelativistickoj aproksimaciji u najnizem redu svodi na:

1
Hxm+—(p+qA)2+V(r)— LB-S (4.10.49)
2m m
gdje smo uveli tradicionalnu oznaku za potencijalnu energiju V' = gAy. Vidimo da zadnji ¢lan s desna strane daje

upravo (4.10.48), to znaci i faktor g = 2. Takoder uo¢imo da taj lan u potpunosti dolazi od Clana o#" F},,, u jednaZzbi
(4.10.46).

U(1) simetrija (4.10.43) koja posjeduje jedan kontinuirani parametar y vodi, putem Noetherinog teorema, na
postojanje jedne sacuvane struje dane s

[ i* = qiy*e ; It =0 (4.10.50) ]
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Uotite da su gustoéa naboja 5° i ukupni sa¢uvani naboj @ dani s

4
Pevte=Ylw? . Q= / P °(z)

a=1

gdje su 1), komponente Diracovog spinora ).

Jednocesticna relativisticka kvantna mehanika — reloaded?

Pogled na ove izraze nas vraéa na pitanje da li je moguée konstruirati konzistentnu interagirajucu jednocesti¢nu rela-
tivisticku kvantnu mehaniku, na koje smo dali negativan odgovor u odjeljku 1.4. Jer ako bi uzeli da su ¢, (z) obi¢ne
(kompleksne) valne funkcije tada bi ;j° bio pozitivno definitan, a () konstanta u vremenu (koju moZemo normalizirati
na jedan) pa izgleda kao da Diracova jednadZba omoguéava jednocesti¢nu interpretaciju po kojoj bi j° bila gustoéa
vjerojatnosti pronalaska Cestice. U stvari, to je bila ideja vodilja Diracu pri konstrukciji jednadZzbe.

Ipak se pokazuje da postoje razliciti problemi, kao $to je postojanje rjeSenja s negativnom energijom. Ukoliko
bismo pak odbacili ova rjeSenja kao nefizikalna, viSe ne bismo mogli konstruirati proizvoljno lokalizirana stanja u
prostoru. Kao i u slucaju Klein-Gordonove jednadzbe, zbog ovih problema Diracova jednadzba se ne moZe interpre-
tirati kao jednocCesti¢na, odnosno moZe samo aproksimativno u situacijama niskih energija i slabih polja koja se ne
mijenjaju naglo u prostor-vremenu (kao u slucaju elektronskih orbitala u atomu vodika). Studentima zainteresiranima
za ovu temu preporuc¢am udZbenik Bjorken i Drell, Relativistic Quantum Mechanics ili Sakurai, Advanced Quantum
Mechanics za pojasnjenja. Pokazuje se da jedina u potpunosti konzistentna formulacija Diracove jednadzbe ide pu-
tem kvantne teorije polja. U tom slucaju velicina () se interpretira kao operator ukupnog naboja koji, zbog postojanja
anti¢estica pridruzenih Diracovom polju, moZe imati i pozitivne i negativne svojstvene vrijednosti.

4.10.11 Majorana fermioni

Postoji nacin na koji se jednom Weylovom spinornom polju, za primjer uzmimo )y, moZe generirati masa putem
bilineara u lagranZijanu. To je posljedica postojanja bilineara koji je Lorentz skalar

dpo*yr = §(WLo’yr) =0

Desna jednakost se lako moZe dokazati upotrebom (4.10.13).
Ako raspisemo Weylovo spinorno polje po komponentama

oute) = [ 160

dobijamo

WL o1, = (11 o) [? BZ] [z;] = i(12th1 — P112)

Ovdje vidimo jednu zanimljivu stvar — ako bi 1)1 2 bili komutiraju¢i objekti (kao Sto su komponente polja cjelobrojnog
spina) gornji bilinear bi trivijalno iS¢ezavao. No, vidjet ¢emo da su komponente spinornih polja nuzno antikomuti-
rajuci objekti pa bilinear ne is¢ezava.

Razmotrimo kompleksnu konjugaciju gornjeg bilineara:

(WEo?yr)" = ¢ (o)) = ¥l o?y;

Posto lagranZijan mora biti realan, moramo izgraditi realne kombinacije kao kandidate za masene ¢lanove. Postoje
dvije moguénosti:

1/)% o2 + ¢£02¢z nije dobar maseni ¢lan

Z(lbf o, — 1/12021/12) Majorana maseni ¢lan
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Koriste¢i Majorana maseni ¢lan mozemo konstruirati lagranZijan za masivno slobodno (1, 0) spinorno polje, koje
se naziva Majorana polje,

Lo = i 610y, + % m(WE o pp, — vl o} (4.10.51)

Koja je razlika izmedu Majorana, Weyl 1 Diracovog polja vidi se u potpunosti tek nakon kvantizacije. No, odgovor
se moZze naslutiti iz analize diskretnih simetrija. U tu svrhu ¢emo formalno prosiriti 17, koji ima dvije komponente,
u 4-komponentni Diracov spinor. MoZe se pokazati da se spinor szz transformira na Lorentzove transformacije
kao desni Weylov spinor , (0, 1). To znaci da koriStenjem Weylove reprezentacije mozemo konstruirati posebnu vrstu

Diracovog spinora
(273
1'021/12

koji se naziva Majorana spinor. Uocite dvije stvari: (i) ¥ps zadovoljava Diracovu jednadzbu, (ii) proSirenje jed-
nadzbe ne uvodi nove stupnjeve slobode, proSirenje na Diracov spinor i jednadZbu su samo formalne matematicke
operacije.

Majorana spinor se razlikuje u odnosu na opceniti Diracov spinor po nacinu na koji na njega djeluje simetrija
zvana nabojna konjugacija (C), koja se u Weylovoj reprezentaciji definira kao

Yy =

P <, Y& = —ivyh* (u Weylovoj reprezentaciji) (4.10.52)

Koje je fizikalno znacenje nabojne konjugacije? Jedan nacin da se to vidi je razmotriti Diracovu jednadzbu u
prisustvu vanjskog elektromagnetskog polja, koja je dana u (4.10.44). Ako ju kompleksno konjugiramo i potom
pomnozimo s lijeva s —iys dobijamo

0 = —ivo [v** (=10, + qAu) — m]yp* = [v27"*12(i0, — qAu) — m](—ineyp™) = [§*(i0y — qAu) — m]y°
gdje smo iskoristili 73 = —1iuveli ¥* = y2y**v,. Vidimo da /¢ zadovoljava jednadZbu koja izgleda isto kao pocetna
osim $to je v — 41 qg — —q. No, posto je 722 = —1 lako se pokaZe da matrice 4 takoder zadovoljavaju algebru
Diracovih v matrica (4.10.27), §to znaci da one i jesu Diracove v matrice samo ne u Weylovoj nego nekoj drugoj
reprezentaciji. Posto je izbor reprezentacije proizvoljan, zakljucak je da ¢ zadovoljava Diracovu jednadzbu, ali za
Cesticu sa suprotnim nabojem od v, ¢ — —¢q. Stoga moZemo pretpostaviti da nabojna konjugacija u kvantiziranoj

teoriji vodi na zamjenu Cestica <> antiCestica (kasnije éemo to pokazati eksplicitno).
Kljucna opservacija je da je Majorana spinor invarijantan na nabojnu konjugaciju

C
Y — Yy =Ym
(pa se kaze da je Majoranin spinor realan) i stoga o¢ekujemo da je Majoranin fermion sam sebi anticestica.
Kako bi se uvjerili u valjanost gornje tvrdnje, pokaZimo da Majoranino polje ne moZe posjedovati neiscezavajuéi
naboj na unutarnju U(1) simetriju danu s
Y — P =Ny

Sto je kako smo vidjeli tipi¢no svojstvo realnih polja (tj. onih Cije pripadne Cestice su jednake antiCesticama), jer iz
nje slijedi ‘
Ui o — ePNYL oYy

iz Cega je oCito da Majoranin maseni ¢lan nije invarijantan na ovu simetriju, izuzev u trivijalnom slucaju ¢ = 0.

Zadatak 4.10.8: PokaZite da je u proizvoljnoj reprezentaciji Diracovih matrica transformacija nabojne konjugacije

dana s
¥ - g =Cy’ (4.10.53)
gdje je C 4 x 4 matrica koja zadovoljava
c'c=1 i ChHrC=—-(H) (4.10.54)
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4.11 Spinorna rjesenja

4.11.1 Kiralnost, helicitet i spin

Vidjeli smo da postoje dvije vrste dvokomponentnih spinora g ;, koje moZemo upariti u 4-komponentni Diracov
spinor. U Weylovoj reprezentaciji to uparivanje ima jednostavan oblik dan u (4.10.22). Za oznake L i R kaZe se da
oznacaju kiralnost spinora, L oznacava lijevu (eng. left), a R desnu (eng. right) kiralnost. Pokazuje se korisnim
imati projektore kiralnosti — matrice koje kad djeluju na Diracov spinor projiciraju lijevi ili desni Weylov spinor. Za
to se pokazuje korisnim matrica v° koju smo definirali u (4.10.31), i koja je u Weylovoj reprezentaciji dana s

¥ = [_01 ﬂ @.11.1)

Iz toga 1 (4.10.22) ocito slijedi da su projektori kiralnosti dani s

1 1
Pp=(1+7") .  Po=5(1-7" (4.11.2)
jer je
A6 B

P, = , P = 4.11.3
r [1/11% YR b lvr 0 ( )

$to moZemo skraceno zapisati kao
Prrb=vrr VYr=vr , VYL =—YrL (4.11.4)

gdje podrazumijevamo da smo Weylove spinore upakirali u Diracov spinor sparivanjem s nulom. Relacije (4.11.2) i
(4.11.4) su univerzalne i neovisne o odabiru reprezentacije za Diracove matrice, za razliku od (4.11.1) i (4.11.3) koje
vrijede samo u Weylovoj reprezentaciji.

Razmotrimo sada rjeSenja u obliku ravnih sinusoidalnih valova
Y(x) =ue P | (4.11.5)
Ukoliko odaberemo Weylovu reprezentaciju i spinor u raspiSemo po komponentama
i
u =
UR
tada uvrStavanje (4.11.5) u Diracovu jednadzbu daje dvije dvokomponentne jednadZbe
(0-plur = (° — 0 - Pur =muy
(@-pur = (p° +0 - plur = mug
Uvrstavanje (4.11.5) u Klein-Gordonovu jednadZbu (4.10.41) daje relativisti¢ku disperzijsku relaciju
#°)? = p? + m?

koja sugerira da ¢e nakon kvantizacije polje opisivati estice mase m. Kao $to vidimo, maseni ¢lan mijesa helicitetna
stanja.

U slucaju kad je m = 0 jednadzbe se razvezuju i vidimo da su uy, i ur svojstvena stanja heliciteta & (projekcije
spina na smjer impulsa p) Ciji operator (u smislu djelovanja na Weylove spinore) je dan s

_9'p
~ |pl
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Posto u ovom slu¢aju imamo p® = +|p| vidimo da ée valovi s p° > 0 imati helicitet dan s:

hyr =Yg , hapr, = —p, (»° > 0)

dok za valove s p* < 0 vrijedi

hir = —Yr , h =L, (»° <0)

(Bezmaseni) Weylovi fermioni imaju fiksan helicitet. To nije iznenadujuce otkrice jer smo vidjeli u analizi unitarnih
reprezentacija prave Poincaréove grupe da za bezmasene Cestice ireducibilne reprezentacije imaju fiksan helicitet.

Uocimo da u slucaju m # 0 moraju postojati oba heliciteta i obje kiralnosti, no helicitet i kiralnost se ne mogu
dijagonalizirati zajedno.

Vidjeli smo da postoje 3 razlicite veli¢ine povezane sa spinom:

1. SPIN: Vektorska veli¢ina S koja doprinosi ukupnom angularnom momentu. Za spinorna polja vrijednosti koje
moZe poprimiti spin su svojstvene vrijednosti od o /2, tj. £1/2. Za polja spina s vrijedi S = s(s + 1), a
vrijednosti koje moZe poprimiti su —s, —s 4+ 1,...,s — 1, s, gdje je s € N0/2.

2. HELICITET: Projekcija spina na smjer kretanja. Helicitetno svojstveno stanje fotona odgovara onome $to smo
u klasi¢noj elektrodinamici zvali cirkularna polarizacija.

3. KIRALNOST: Postoji samo za polja pridruzena reprezentacijama (A, B) za koja je A # B. Za teoriju se kaZze
da je kiralna ako ne posjeduje simetriju na zamjenu L <> R. Za elektromagnetsko polje ne postoji jer je ono
pridruZeno (1, 1) reprezentaciji. Takoder, kvantna elektrodinamika nije kiralna teorija jer je medudjelovanje

VA = ppApg + iy (4.11.6)

simetricno na zamjenu L < R. S druge strane, teorija slabih medudjelovanja u standardnom modelu fizike
Cestica je kiralna teorija.

SaZetak — vrste spinora :
e Diracovi spinori — imaju i lijevu i desnu kiralnost, mogu biti i masivni i bezmaseni.

e Weylovi spinori — uvijek bezmaseni, lijevi ili desni. Kad se napiSu kao 4-komponentni Diracovi spinori
zadovoljavaju y°v¢ = £1).

e Majorana spinori — Kad se napisu kao Diracovi spinori zadovoljavaju uvjet ¢ = 1. = —iy*.

4.11.2 RjeSenja slobodne Diracove jednadzbe

U proSlom odjeljku smo se bavili nekim op¢im svojstvima sinusoidalnih ravnovalnih rjeSenja slobodne Diracove
jednadzbe

(iv"Op —m)p =0 (4.11.7)
Sad prelazimo na eksplicitnu konstrukciju rjeSenja u obliku sinusoidalnih ravnih valova:

Y(z) =u(p) e P* (4.11.8)

Uvrstavanje u Klein-Gordonovu jednazbu (4.10.41) nam daje p? = m?.
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Razmotrimo prvo rjeSenja s “pozitivnom energijom” za koja je p° > 0 pa je

P’ = /p?+m?=uw, (4.11.9)

Naravno, ako Zelimo moci konstruirati proizvoljne valne pakete ne smijemo ispustiti rjeSenja s ‘“negativnom energi-
jom” koja ¢emo napisati u sljede¢em obliku:

P(x) = v(p) eP? (4.11.10)

u kojem je p° ponovno po definiciji pozitivan i jednak (4.11.9). u(p) i v(p) su konstantni 4-komponentni spinori koje
treba odrediti uvr§tavanjem u Diracovu jednadZzbu. Kad to napravimo opce rjeSenje ¢emo dobiti superponiranjem
rjeSenja iz (4.11.8) i (4.11.10) po svim impulsima i spinovima.

UvrStavanje (4.11.8) 1 (4.11.10) u Diracovu jednadzbu (4.11.7) daje sljedece uvjete na spinore w i v:

[ G-mu@ =0 , (Ptmu@) =0 (4.11.11)]

Nas zadatak je naéi opéa rjeSenja ovih jednadzbi.
U rjeSavanju ¢emo koristiti Weylovu reprezentaciju. U tom slucaju jednazbe (4.11.11) postaju

[;n; U_nﬂ up)=0 [;Lp Uhp} v(p) =0 4.11.12)

Radi jednostavnosti razmotrimo prvo rjeSenja s p = 0 za koja je p* = (m,0) i stoga o - p = mo®

jednadZbe postaju

= ml pa gornje

[_ﬂl _ﬂﬂ] u(0)=0 H ﬂ v(0) =0

gdje je 1 jedini¢na 2 x 2 matrica. Ovo su dva linearna sustava jednadZbi za koja se lako moZe pokazati da su opca
rjeSenja dana s:

1 0 0 1

1 0 1 1 1 1 1 0
uw(0,3) =vm 1 ;o u(0,—1)=+vm 0 , v(0,1)=+vm 0 , v(0,—3) =vm 1
0 1 -1 0

Vidimo da za svaki p" = (wp, p) postoje 4 stupnja slobode. Posto Diracovo polje nosi spin 1/2, to daje dva spinska
stupnja slobode. Za preostala dva stupnja slobode ocekujemo da dolaze zbog postojanja antiCestice. U stvari, vidjet
¢emo da su rjeSenja za u(0, s) (v(0, s)) povezana s Cesticom (antiCesticom) ¢ija projekcija spina na z-os je jednaka
25

s.

Za dobijanje rjesenja za op¢i impuls p # 0 najspretnija procedura je razmotriti neki jednostavni skup rjesenja iz
kojih rotacijama moZemo dobiti sva druga. Na primjer, jedan takav spretan izbor je p = (0,0,p,). U tom slucaju
imamo

_|wr—p2 0 _  |wzt D 0 — /2 2
g p_ 0 wz"—pz 9 g p_ 0 wz_pz 9 WZ— pz+m

37a rjeSenja za u ova tvrdnja slijedi direktno iz formule za projekciju angularnog momenta (4.10.37). Za rjeSenja za v ispada kao da
je definicija "naopaka", no to je posljedica toga da se radi o rjeSenjima s negativnom energijom (koja su povezana s anitéesticama). Nakon
kvantiziranja Diracovog polja vratiti éemo se na ovo pitanje.
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pa jednadzba za u(p) u (4.11.12) postaje

—ab 0 a? 0

0 —ab O b2
B2 0 —ab 0 u(p) =0 ; a=+\w,—p, , b=yw.+p.

0 a? 0 —ab
Opce rjesenje ovog linearnog sustava jednadzbi je:
( a 0 >£ < Wy — Ps 0 )5 1w, — P
0 b B 0 Wz + Ps B &on/w, + P,
(b 0>£ <\/Wz+pz 0 )é. 61\/wz+pz
0 a 0 VWz — Pz 52\/wz_pz

gdje je ¢ proizvoljni dvokomponentni spinor i ¢7 = (& &). Na sli¢an nacin dobije se da je opée rjesenje za v(p)
dano s

( VWz — Pz 0 )77 MyWz — Pz

_( VWz + Dz 0 >77 MWz + Pz
0 VWz — Pz MWz — Pz

gdje je n proizvoljni dvokomponentni spinor i n” = (1; 72). Za bazu rjeenja s impulsom u smjeru z-osi moZemo
uzeti:

Vw: = pz 0 0 Vw: — Pz
e ) = | g |+ woe = = [V ot = | VI - = |
0 Vwz —p= —Vw: —pz 0
Za bezmasena polja (m = 0) vrijedi w, = |p,|. U sluéaju p, > 0 imamo
0 0 0 0
uped) = | o |l = [V e = [V e = | | @1113)
0 0 0 0

Vidimo da u ovom slucaju rjeSenja za spinore imaju fiksni helicitet, Sto je u skladu s raspravom iz proslog odjeljka.
Rjesenja za opéi impuls p se mogu dobiti naprosto primjenom operacije rotacije. No, postoji i brZi nacin za
dobijanje opceg rjesenja. Uoc¢imo da za p = (0,0, p,) vrijedi:

— _ |VW:— D 0 = VWz + Dz 0 wo__
N e TR i M= B XX PN

Koristeéi Lorentz kovarijantnost moZemo zakljuciti da je generalizacija baze na op¢i impuls p dana s:

: (s) : (s)
ulp,s) = [V PX 1w —s = | VP L ol (4.11.14)
Vo px® —Va px© 2

gdje je p° dan u (4.11.9) i gdje su dvokomponentni spinori X(%) i X(_%) definirani na sljedeci nacin

NOM B] N m (4.11.15)
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Dobili smo opéa rjesenja jednadzbi (4.11.11) u Weylovoj reprezentaciji.

Zadatak 4.11.1: Pokazite da su spinorna rjesenja u Weylovoj reprezentaciji (4.11.14) povezana relacijama:

v(p,s)" = —ivulp,s) ,  u(p,s)" =—irv(p,s) (4.11.16)

Slobodno Diracovo polje je opisano opéom superpozicijom rjesenja (4.11.8) i (4.11.10):26

d3 —ip-x * ip-x
Y(x) = Z /W(amu(p,s)e p —I—bpsv(p,s)ep ) (4.11.17)

— 1
s=%3

gdje nakon kvantizacije koeficijenti aps i bps postaju operatori (pa shodno tome by, — bI)s) za koje ¢emo kasnije
pokazati da su operatori poniStavanja Cestice i pripadne anticestice. Stoga 4 nezavisna fizikalna stanja za svaki impuls
p opisuju Cesticu i anti¢esticu spinova 1/2 koja svaka moZe biti u dva linearno nezavisna spinska stanja (2 x 2 = 4).

Normalizacija i spinske sume

Odabir baze je povezan sa specificnom normalizacijom koja je takva da vrijedi

— s — s 0 1 : () s — s’
a(p,s)u(p, ) = [ Vo o7 Fpx 7] [1 0} [%i(sq] =27/ (o p)(a - p) X

Treba nam:

(c-p)(@-p)=E—(0-p)* =E}—p’=m’

gdje smo koristili identitet (4.10.5) i x® Ty () = 6., §to oéito slijedi iz definicija (4.11.15). Na koncu dobijamo
u(p, 8) u(p,s’) = 2mdsy (4.11.18)
Na sli¢an nacin moZe se pokazati da vrijedi
o(p, s) v(p,s’) = —2mdsy , a(p,s)v(p,s’) =0 , o(p, s) u(p,s’) =0
Sli¢cnom procedurom mogu se dobiti i sljedece relacije koje Ce se pokazati vrlo korisne:
u(p, s)'u(p,s’) = 2Ep050 , v(p,s)Tv(p,s) =2Epdsy , u(p,s)v(—p,s) =0 (4.11.19)

Takoder ¢e se pokazati kao vrlo vazne relacije s vanjskim (ili tenzorskim) produktom sumiranim po spinovima:

Z u(p, s) u(p,s) =p+m ; Z v(p,s)v(p,s) =p—m (4.11.20)

41 41
s=%3 s=%3

U gornjim relacijama pretpostavlja se da vanjski produkt daje matricu, tj. da nema sumiranja po indeksima spinora.
Radi jasnoce, napiSimo prvu jednakost sa svim indeksima ekspliciranima:

> ulp,s)ati(p,s)s = (V'pu+tma . ab=1,...,4

41
s—i2

Zadatak 4.11.2: Dokazite (4.11.20).

%Qvdje iznimno umjesto o koristimo slovo s kao oznaku za spinska stanja, jer je oznaka o ovdje rezervirana za Paulijeve matrice.
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4.12 Kvantizacija spin 1/2 polja

4.12.1 Kbvantizacija Diracovog polja

Razmotrimo sada kvantizaciju slobodnog Diracovog polja. U odjeljku 4.11.2 pokazali smo da se ono moZe napisati,
koristeéi Fourierov razvoj, kao

Z / aps u(p, s) e P 4+ byt o(p, s) eip'x> (4.12.1)
2m)3 2wp

sil

gdje ¢emo uzeti da su spinori % i v normalizirani kao u (4.11.19)-(4.11.20). Slijedi da je

Y(z) = Z/ 2m) 2w bps’u(p,) Z1””—|—apsT1](p,5)e””"c> (4.12.2)

s:l:1

Koeficijenti a i b kvantizacijom postaju operatori koji djeluju na prostor stanja. Analogija s kvantiziranjem polja spina
01 1 sugerira nam da bi a i b trebali biti povezani s operatorima poniStenja Cestice i antiCestice. Sad cemo pokazati da
je to naivno ocekivanje u stvari tocno.

Kao i u slucaju polja spina 1 primijenit ¢emo precac tako $to ¢emo napisati operatore energije, impulsa i naboja
pomocu operatora a i b i iz toga zakljuciti kakvu operatorsku algebru ovi operatori moraju zadovoljavati da bi dobili
matematicki i fizikalno konzistentnu relativisticku kvantnu teoriju.

Koristeéi Noetherin theorem lako se pokaZe da je tenzor energije i impulsa dan s

Ty = i 07,000 — ¥ (id — m)Y | = i9y,0,0 (4.12.3)
——

=0 iz jedn. gib.

Slijedi da je Hamiltonijan dan s

@
/ PxTyo= Y / D wp(ahyaps — bpsbh,) (4.12.4)

s:i:1

= —/d?)XTDj =

Razmotrimo odmah i simetrije ove teorije. Diracov lagranzijan je invarijantan na U (1) simetriju

P(@) — ¢'(2) =eXy) ,  xeR

dok je impuls
d3p

p(a;r)saps - bpsb;r)s) 4.12.5)

iz koje slijedi postojanje sacuvane Noetherine struje
H=gyty Ot = (4.12.6)

i pripadnog saCuvanog naboja

Q= /d3XJ =q Z/ alaps + bpsbh,) (4.12.7)

Zadatak 4.12.1: Dokazite (4.12.3)-(4.12.7).
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Dokazat ¢emo (4.12.4), dok dokaze preostalih jednadZzbi ostavljamo za vjezbu. Uvrstavanje (4.12.1)-(4.12.2) daje

Hzi/d?’XWYo%ZJ

Z Z /d3 / 27)3 / \/> bpsv(p, s)T e 7" + al u(p, s)! ei”'x) X

s=t s'=+3

< (aqeula, ) e = bl v(q, o) €7

Integracija po x daje (27)30%(p — q) za ¢lanove proporcionalne ufu i vTv, odnosno (27)35%(p + q) za &lanove
proporcionalne v i u'v. Nakon integracije po q dobijamo sljedeée produkte

u(p, S)TU(p, S/) = U(p7 S)TU(p, 3/) = 2wp585’ ) U(p, S)T/U(_pa S/) = U(p7 S)TU(—p, S/) =0

gdje smo iskoristili (4.11.19). Upotrebom ovih relacija dobijamo upravo (4.12.4).

Ako bismo slijepo slijedili proceduru koju smo primjenili na poljima spina O i 1, nametnuli bismo komutatorsku
algebru operatora stvaranja i ponistavanja na operatore a, a’, b i bf. No, tu vidimo dva problema. Ta procedura bi
nas vodila do toga da pripadne Cestice zadovoljavaju Bose-Einsteinovu statistiku, no mi znamo da u prirodi vidimo
da sve Cestice spina 1/2 zadovoljavaju u stvari Fermi-Diracovu statistiku, tj. da su fermioni. Drugi problem je Cisto
formalno-matematicke prirode. Naime, vidimo da ako bi primjenili komutatorsku algebru da bi operatori energije i
impulsa dobili relativni minus faktor, $to dovodi do problema da teorija ne bi posjedovala stanje najniZe energije.

Oba ova problema se mogu rijesiti ako se algebra operatora stvaranja i poniStenja definira pomoc¢u antikomuta-
tora, {A, B} = AB + BA, umjesto komutatora:

{aps al,y b = {bps bl } = (27)% 0,0 83 (p — D) (4.12.8)
{aps,aps} = {bps bps } = {aps ,bps'} = {bps,al,} =0

U idu¢em odjeljku ¢emo pokazati da je ovaj odabir u stvari nuzan ako Zelimo dobiti konzistentnu relativisticku teoriju.
Ako primjenimo ove relacije u (4.12.4), (4.12.5) i (4.12.7) dobijamo redom:

d
H=Y p (a6 s@ps + bhsbps) — 4Ep (4.12.9)
_il
P = (afsaps + bl sbps)
_il
(ahsaps — bhsbps) (4.12.10)
s=+1 1

Uodite da je oblik potpuno isti kao u slu¢ajevima spina 0 i 1 koja smo proucavali do sada.”’ Jedina razlika je da
operatori stvaranja i poniStavanja zadovoljavaju antikomutacijske umjesto komutacijskih relacija. Usprkos toj razlici

21U stvari, iz (4.12.7) slijedi da bi Q trebao sadrzavati aditivnu konstantu 2Qo, gdje je Qo dan u (3.3.11), pa bi ispalo da vakuum posjeduje
beskonacnu gustoéu naboja. Kao i u slucaju kompleksnog skalarnog polja, ovaj problem se moZe jednostavno rijesiti ispravnim odabirom
uredenja operatora u izrazu za struju. Lako se moze pokazati da ako operator gustoée struje umjesto s (4.12.6) definiramo s

= g(%“zﬁ — peyty©)

$to je identi¢no (4.12.6) u klasi¢noj teoriji, pripadni naboj ¢e biti dan s (4.12.10).
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procedura konstrukcije prostora stanja ide potpuno isto kao u prija$njim bozonskim primjerima. Krecemo od vakuuma
|0) koji zadovoljava:
aps|0) =0 , bps|0) =0 (4.12.11)

Potom stvaramo bazu u prostoru stanja djelovanjem operatora ai,s i bI)s. Normalizacija koju primjenjuje je takva da
"najniza" stanja u konstrukciji, koja sadrze po jedan kvant tipa a ili b, su definirana kao:

laps) = /2wp aLS|O> , |bps) = /2wp bIT)S|O> (4.12.12)

i analogno za stanja koja sadrZe viSe kvanata.

Kvanti pobudenja koje stvaraju ovi operatori ponaSaju se kao slobodne Cestice energije £, = wp, impulsa p i
spinskog stanja s. Razlika izmedu dva tipa Cestica je da tip-a nosi koli¢inu naboja () jednaku +g¢, a tip-b jednaku —q.
Vidimo da je Cestica tipa b antiCestica od Cestice tipa a, b = a® (i obratno). Razlika koju donose antikomutatori je u
statistici. U to svrhu razmotrimo §to se zbiva ako u dvocesticnom stanju zamijenimo mjesta dvjema Cesticama

lap1si, ap2se) = V2wV 2ws aLlSl aL282|0> = —/2w1v2ws aLQSQ aLlSIIO) = —|ap2s2, ap1s1)

Vidimo da su stanja, pa onda i valne funkcije, antisimetri¢ne na izmjenu mjesta identi¢nih Cestica, $to znaci da
zadovoljavaju Fermi-Diracovu statistiku pa su spin 1/2 Cestice fermioni.

Konstrukcija Fockovog prostora i interpretacija stanja (osim statistike) jednaka je neovisno o tome zadovoljavaju
li komutatori komutacijske ili antikomutacijske relacije, $to je posljedica matematickih identiteta:

[AB,C] = A[B,C] — [C, A] = A{B,C} — {C, A}

gdje desna strana ima isti oblik ako je izraZzena pomocu komutatora ili antikomutatora.

Zadatak 4.12.2: Napravite eksplicitnu konstrukciju Fockovog prostora i pokaZite da je uistinu razapet slobodnoces-
ticnim stanjima konacnog ali neograni¢enog broja koja posjeduju gore navedena svojstva.

1z (4.12.9) slijedi da je energija vakuuma jednaka —4FEy, gdje je Ey isti kao u (3.2.14). Posto je, ako zanemarimo
gravitaciju, samo razlika energija u odnosu na vakuum mjerljiva, kao i prije iz prakti¢nih razloga postavit éemo ju
“rukom” na nulu. Ipak, uocite zanimljivu stvar da fermioni doprinose energiji vakuuma suprotnim predznakom
nego bozoni. Faktor 4 dolazi od toga Sto teorija za dani impuls p ima 4 fizikalno propagirajuca stupnja slobode
(Cestica i antiCestica, svaka po dva spinska stanja). Ovaj faktor i predznak u izrazu za kvantnu energiju vakuuma
su univerzalno svojstvo svih relativistickih slobodnih polja, neovisno o spinu. Stoga, ukoliko u nekoj teoriji ima
tocno jednak broj bozonskih i fermionskih stupnjeva slobode ovaj doprinos kvantnoj energiji vakuuma se krati i daje
nulu. To je upravo ono $to se dogada u supersimetricnim teorijama u kojima simetrija zahtijeva da za svaki bozonski
stupanj slobode mora postojati pripadni fermionski stupanj slobode.

4.12.2 Kanonski antikomutatori. Antikomutirajuci brojevi.

Koriste¢i kanonske antikomutacijske relacije (4.12.8) za operatore stvaranja i poniStenja moZemo izvesti istovremen-
ske kanonske relacije za polja. Antikomutacijska priroda ovih relacija prisiljava nas da razmotrimo istovremenske
kanonske antikomutacijske relacije. Primjenom (4.12.8) i (4.11.20) lako se pokaZe da vrijedi:

{i(t,x), ¥u(t,y)1} =08 (x—y) . {wt.x) (t,y)} =0 (4.12.13)

Postoji jednostavan nacin za shvatiti ovaj rezultat ako uo¢imo da nam lagranZijan (4.10.24) govori da je kanonska
gustoca impulsa 7r(x) pridruZena polju ) dana s:
oL

m(z) = v T () (4.12.14)
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Ako upotrijebimo proceduru kanonske kvantizacije, diskutiranu u odjeljku 3.1, uz izuzetak da koristimo antikomu-
tatore umjesto komutatora, dobijamo upravo (4.12.13). Dolazimo do sljedece generalizacije: U slucaju fermionske
teorije, kanonska kvantizacija kaZe da se prelazak s klasi¢ne na kvantnu fiziku postiZe sljede¢om korespondencijom:

{ ., r — —%{ .} (fermioni)

gdje je s P oznacena Poissonova zagrada. Naravno, i za fermione vrijede sve napomene koje smo iznijeli u odjeljku
3.1 za bozone.”

Kanonski antikomutatori imaju vaznu posljedicu vezanu uz klasi¢nu teoriju fermionskih polja. Kao §to znamo,
u odredenom smislu klasi¢ni rezim se dobija u limesu 7 — 0. Iz (4.12.13) slijedi da komponente polje () i T
u klasi¢nom rezimu antikomutiraju. To znaci da u klasi¢nom limesu fermionska polja nisu uobicajene funkcije
koje poprimaju vrijednosti na prostoru realnih ili kompleksnih brojeva, jer ovi komutiraju na mnoZenje. "Klasi¢na"
fermionska polja su opisana posebnim, antikomutiraju¢im brojevima koji se nazivaju Grassmanovi brojevi. Posto
smo ve¢ pokazali da su mjerljive veli¢ine nuzno izgradene od parnog broja spinornih polja, ovo neobicno "klasi¢no"
svojstvo nije problemati¢no. Mi se ne¢emo baviti Grassmanovim brojevima na ovom kolegiju, no napomenimo da su
oni nuzni za primjenu kvantizacije pomocu integrala po stazama na fermionske stupnjeve slobode.

4.12.3 Propagator za Diracovo polje

Vidjeli smo da je za bozonska polja propagator, koji je jedan od osnovnih gradivnih elemenata u Feynmanovom
perturbativhom ra¢unu, definiran kao T-uredena korelacijska funkcija slobodnih polja ¢ i ¢'. Sliéno vrijedi i za
Diracovo polje, uz dva dodatna elementa. Kao prvo, vidjeli smo da se u Lorentz kovarijantnim izrazima (poput, npr.
lagranZijana) polje ¥ uvijek pojavljuje u kombinaciji s o, tj. kroz ¢» = 1~g. Stoga, da bismo dobili manifestno
Lorentz kovarijantne izraze trebamo definirati propagator s ) umjesto 1

Dys(z,y) = (0|T{¢;(z)x(y)}|0) (4.12.15)

Kao drugo, analiza Wickovog teorema za fermionska polja pokazuje da antikomutativnost operatora u izraze za nor-
malno i T- uredenje prirodno unosi faktore (—1)” ispred produkata operatora, gdje je P parnost permutacije danog
produkta. Tako se normalno uredenje za fermionske operatore stvaranja i poniStavanja prirodno definira tako da je,
npr.

D Opo a;,a, t= —a;;,a, (po
dok se T-uredeni produkt koji se javlja u (4.12.15) definira na nacin
T{yj(@)or(y)} = 0(2° — y°) v (@) dr(y) — 0(y° — 2°) Pr(y)v;(2) (4.12.16)

Radi razloga koji ¢e postati jasniji kasnije, razmotrimo prvo vremenski neuredenu korelacijsku funkciju. Iz
(4.12.1), (4.12.8) i (4.12.11) slijedi

- d’p [ d’q 1 o i(gy—pe
Oy @il = [ 55 [ 5% v SR MU EL LR L LMY

d*p e P (@=y) -
= / 3 § : uj(p,S) Uk(p, 8)
(2m) 2wp —ti/2

2To znadi da ako teorija posjeduje veze, umjesto Poissonovih zagrada treba upotrijebiti tzv. Diracove zagrade. Govoreéi o tome, uocite da
Diracovo polje posjeduje veze jer je jednadZba (4.12.14) u stvari jednadZba veze. Ralun pokazuje da su Diracove zagrade izmedu v i " polja
jednake Poissonovima u ovom slucaju.
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Sad mozemo iskoristiti (4.11.20) za dobijanje konacnog rezultata:

- d3p —ip-(z—y) . dgp —ip-(z—y)
(0] ()vx(y)]0) :/W)(P+m)jk€ Py — (—Zaz%-m)jk/we P(2=Y) (4.12.17)
Na sli¢an nacin dobije se:
- d*p ip-(z— P ipa—y)
O] = [ G (p =m0 = (i, —m)ys [ LR @)

Obratite paznju da ove relacije vrijede bez obzira da li koristimo kvantizaciju s komutatorima ili antikomutatorima.
Razliku izmedu bozonske i fermionske kvantizacije u izrazu za propagator stvara iskljucivo predznak u drugom ¢lanu
u definiciji T-uredenja.

Koristeéi (4.12.17), (4.12.18), (4.12.16) i identiteta (3.7.17) dobijamo da je propagator za Diracovo polje dan s:

dip i(p+m)

OTwEEwH0 = [ 55 PV = (—if + m)Dp(z —y)

P2 —m? + e

gdje je D propagator za polje spina 0.
Uoc¢imo da je Feynmanov propagator za Diracovo polje u p-prostoru dan s

2 —m2 + e

p

4.12.4 Kbvantizacija Weylovog polja

Vidjeli smo da se Weylova polja v 1, kao i Majorana polje 157, mogu napisati kao Diracova polja koja zadovoljavaju
neke dodatne uvjete. U slucaju Weylovih polja ti dodatni uvjeti sum = 01 (4.11.4) pa imamo

L= ) wi@)

SA+w ), i) =

vr(z) = 5

gdje je ¥ (x) Diracovo polje (4.11.17). U formalnom smislu jedina bitna razlika u odnosu na bezmaseno Diracovo
polje je da projekcija odbaci dva stupnja slobode tako da za svaki p postoje dva linearno nezavisna stupnja slobode
koja zadovoljavaju ista svojstva kao i u Diracovoj teoriji. Otprije iz analize "klasi¢nog" polja znamo da su ta stanja
svojstvena stanja heliciteta. Nakon kvantizacije Zelimo znati koja su to dva stanja.

Da bi dobili odgovor na ovo pitanje dovoljno ga je razmotriti za jedan proizvoljni impuls p, za koji ¢emo ponovo
uzeti da je p = p,z s p, > 0. U tom slucaju odgovor moZemo dobiti primjenom projektora kiralnosti na (4.11.13) i
glasi:

Slobodno polje /g () vodi na teoriju u kojoj postoje samo Cestica desnog heliciteta i aniCestica lijevog he-
liciteta, dok slobodno polje ¢1,(x) vodi na teoriju u kojoj postoje samo Cestica lijevog heliciteta i aniCestica
desnog heliciteta.

4.12.5 Kbvantizacija Majorana polja

Majorana polje je odredeno uvjetom 1y; = —iy21)),, pa koristeci (4.11.16) lako se pokaZze da je njegov Fourierov
raspis dan s

D=3 [ G (e ue ) e )07
7T w

sil P
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Vidimo da u Majorana polju postoji samo jedna vrsta operatora stvaranja i poniStenja, tj. samo jedna vrsta Cestica,
koja moZe biti u oba spinska stanja.

[ Majoranina Cestica je sama sebi antiCestica.

Stoga se kaze da je Majoranino polje realno.

4.13 Spin i statistika

Statistiku Cestice definiramo kao nacin na koji se mijenja vektor stanja (ili valna funkcija) na zamjenu mjesta para
jednakih Cestica koje se nalaze u danom stanju. Na dosadasnjem studiju naudili ste da postoje dvije vrste statistika:
Bose-Einsteinova (simetri¢na na zamjenu) i Fermi-Diracova (antisimetricna na zamjenu) i da prvu zadovoljavaju
sve Cestice cjelobrojnog spina, a drugu sve Cestice polucjelobrojnog spina. Na taj nacin su sve Cestice podijeljene u
dvije grupe kad govorimo o statistici: bozoni i fermioni. Sigurno su se neki od vas ve¢ prije zapitali zasto je spin
povezan sa statistikom i zasto u prirodi ne vidimo neke druge statistike.

Vidjeli smo da smo na ovom kolegiju Cestice spina 0 i 1 kvantizirali tako da zadovoljavaju Bose-Einsteinovu
statistiku, a Cestice spina 1/2 tako da zadovoljavaju Fermi-Diracovu statistiku. Da li je to bilo nuZno ili smo mogli
i druk¢ije? Odgovor je da je to nuzno, a razlog je teorem o spinu i statistici koji vrijedi u svim relativistickim
kvantnim teorijama polja i koji kaZe da kad je broj prostorno-vremenskih dimenzija veci od 3, Cestice cjelobrojnog
spina moraju zadovoljavati Bose-Einsteinovu statistiku, a cestice polucjelobrojnog spina Fermi-Diracovu statistiku.
Postojanje ovog teorema je izuzetno znacajna stvar, pogotovo ako imamo na umu da u nerelativistickoj kvantnoj
mehanici ne postoje nikakvi zahtjevi na vezu izmedu spina i statistike.

Postoji nekoliko kriterija za dokazivanje teorema:

1. Svojstva trajektorija po kojima moZemo izmijeniti Cestice.
2. Lorentz invarijantnost S-matrice.
3. Stabilnost vakuuma (postojanje stanja najniZe energije).

4. Kauzalnost.

U ovom dijelu razmotrit ¢emo kako ovi kriteriji djeluju na ograni¢avanje moguénosti za izbor statistike, te na
samom kraju dati pojednostavljeni dokaz spin-statistika teorema.

4.13.1 Statistika — naivno

Vidjeli smo da Poincaréova simetrija vodi na Fockov prostor stanja izgraden od jednocCesti¢nih stanja karakteriziranih
s kvantnim brojevima p (impuls), o (projekcija spina na neku os) i n (tip Cestice koji odreduje njenu masu, spin i
nacin kako ulazi u medudjelovanja). Stanje koje se sastoji od r Cestica oznacavamo s

|n1p1017 s 7n7‘pTUT‘>
Konvencija koju smo koristili za normaliziranje gornje baze je

.,
(n1p101, .. ., NeProy |0 PLoY, - . . MPjO]) = 0y H 5njn;_50jaé_2wj(27r)363(pj - pj)
j=1

+ (doprinos permutacija) 4.13.1)

Ukoliko su sve Cestice danog tipa identi¢ne i neraspoznatljive, redoslijed u kojem su napisane unutar vektora
stanja po definiciji opisuje isto fizikalno stanje, pa zamjena mjesta dvije identi¢ne Cestice istog tipa moZe samo
dovesti do promjene faze, tj.

| s NPjO, o MPROE, ) = O o s NPROy -y, NP Oy .. ) , lal =1 (4.13.2)
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Klju¢no pitanje je: O ¢emu moZe ovisiti «? O iznosima impulsa i projekcija spinova ne moZe, jer bi Lorentz kova-
rijantnost teorije diktirala da « daje netrivijalnu jednodimenzionalnu reprezentaciju Lorentzove grupe §to ne postoji.
Moglo bi se (olako) zakljuciti da o« moZe ovisiti samo o tipu Cestica n koje permutiramo, o = «,,. Ako bi to bilo tako
onda bi ponovna zamjena istog para Cestica morala dati potpuno jednak faktor cv, pa posto dvije zamjene mjesta istog
para Cine identi¢nu operaciju, mora vrijediti

2
Qy

=1 = oa,==1
Kao posljedicu dobijamo da sve Cestice s obzirom na statistiku moraju spadati u jednu od dvije kategorije:
e o, =+1 = valna funkcija simetri¢na na zamjenu Cestica — Cestica n je bozon

e o, = —1 = valna funkcija antisimetricna na zamjenu Cestica — Cestica n je fermion

Uvedimo sada operatore stvaranja i poniStenja Cestice tipa n, impulsa p i projekcija spina o, aLpo 1 appo, NA
sljedeci nacin

|n1p1017 R 7nTpTUT> =V 2&)1 Y 2&)7« aizlplal aizrpra'r ‘Q> (4133)

Statistika u kombinaciji s normalizacijskim uvjetom (4.13.1) jednoznacno odreduje algebru operatora stvaranja i po-
niStavanja u smislu da bozoni zadovoljavaju komutacijske relacije oblika

lanpo - al o] = 27)2 060 (P —P)  » [aGnpo s Gnprer] =0 (bozoni)  (4.13.4)

dok fermioni zadovoljavaju antikomutacijske relacije

{@roer aILp’o"} = (27)3 641 63 (p — D) , G ) (fermioni) (4.13.5)

Koje relacije zadovoljavaju operatori koji pripadaju razliitim Cesticama? U stvari, poSto su razli¢ite Cestice
medusobno raspoznatljive, odabir je uglavnom stvar konvencije. U okviru formalizma kvantnih teorija polja pokazuje
se prakti¢no spretnim uzeti da operatori stvaranja i ponitavanja koji pripadaju razli¢itim bozonima (n # n') ili bozonu
i fermionu komutiraju

[anpg , al,p,g,] =0 , [anpg , an/p/g/] =0 (bozon-bozon ili bozon-fermion)

dok za razliCite fermione (n # n’) antikomutiraju

{anpa , al/p/ U,} =0 , {anpg , an/plax} =0 (fermion-fermion)

Zadatak 4.13.1: Dokazite (4.13.4) 1 (4.13.5).

Dokazimo prvo desne jednakosti u (4.13.4) i (4.13.5). Iz definicije (4.13.3) i simetri¢nosti stanja na izmjenu Cestica
ocito je da

]npa, nplalv ﬁ> =V QWPMGLPU ajzp’cr’ ‘6>

gdje B oznacava proizvoljnu kolekciju Cestica. Na isti na¢in moZemo napisati

inp'c’, npo, B) = \/ﬂp/\/ﬁaip/a/ Ohp 18)

Gornja stanja imaju sljedece svojstvo
[npo, np'c’, B) = £[np'c’, npo, B)
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gdje je plus predznak za bozone, a minus za fermione. PoSto stanja u (4.13.3) ¢ine bazu u prostoru stanja, mozemo
zakljuciti da vrijedi operatorska relacija
f — 1l
a:[bpg Uiyl = :I:anp,g/ Unpo
gdje je ponovo plus predznak za bozone a minus za fermione. Nakon kompleksne konjugacije gornja jednakost postaje
identi¢na desnim jednakostima u (4.13.4) i (4.13.5).
Lijeve jednakosti u (4.13.4) i (4.13.5) se mogu dokazati razmatranjem skalarnog produkta izmedu stanja |npo, 3)
i [np’o’, B) i primjene (4.13.1). Dokaz ostavljamo studentima za vjezbu.

Komentari:

1. Argument da o moZe ovisiti samo o n je naivan, no slu€ajno je tocan kad je dimenzionalnost prostor-vremena
veéa od 3. Kad je prostor-vrijeme trodimenzionalno ili dvodimenzionalno argument ne vrijedi i imamo dodatne
moguénosti. To éemo kasnije pokazati.

2. JoS§ nismo uspostavili vezu izmedu spina i statistike.

Prvi cilj nam je uspostaviti vezu izmedu spina i statistike, koju éemo demonstrirati na primjerima slobodnih polja
spina 01 1/2 tako §to ¢emo pretpostaviti da ¢estice mogu biti samo bozoni i fermioni (u skladu s naivnim argumentom).
Potom ¢éemo se ozbiljnije pozabaviti pitanjem koje vrijednosti moZe poprimiti faza o u (4.13.2) i pokazati da naivni
argument ne vrijedi u 2 i 3 prostorno-vremenske dimenzije.

4.13.2 Stabilnost vakuuma

Sad kre¢emo na sistemati¢no razmatranje pitanja da li je odabir statistike koji smo do sada napravili (spin 0 i 1
bozoni, spin 1/2 fermioni) bila nuZneost ili smo mogli upotrijebiti i suprotne statistike. Kao primjere za ovu analizu
radi jednostavnosti uzet ¢emo spin 0 i spin 1/2 polja, no argumentacija u stvari vrijedi za polja svih spinova.

Kompleksno skalarno polje (spin 0)

Kao $to smo vidjeli u odjeljku 3.3, ako napravimo Fourierov razvoj polja spina 0 kao u (3.3.10) dobijamo da je
hamiltonijan dan s
He [ 2P (atan 4 bl
= (2r)? Wp | apap + Op0y

Nametanjem komutatora na operatore stvaranja i ponistenja vidjeli smo da dobijemo Fockov prostor stanja koji se
sastoji od bozonske Cestice i pripadne anticestice. Da li je moguée kvantizirati ovo polje kao fermionsko, tj. nametnuti
antikomutatore na operatore stvaranja i ponistenja? U tom sluc¢aju hamiltonijan bi bio (do na nevaZnu konstantu)

-

Ako sada probamo na standardni nacin konstruirati prostor stanja tako da a i b igraju ulogu operatora poniStenja, a
a' i b operatore stvaranja, ocito je da ¢ée kvanti koje stvaraju operatori bI, nositi negativnu energiju jednaku —wp,.
To znaci da energija ne bi bila ograni¢ena odozdo, tj. ne bi postojao vakuum kao stanje najnize energije. Posto
uvodenje medudjelovanja u pravilu dopusta sve prijelaze izmedu stanja koji nisu zabranjeni simetrijama teorije, sustav
opisan ovakvom teorijom bi bio nestabilan jer bi postojala vjerojatnost stalnog generiranja antiestica “iz nicega”.

U stvari, ovdje postoji jedno “rjeSenje” problema nestabilnosti fermionski kvantiziranog slobodnog polja spina 0.
Ako zamijenimo uloge operatorima b i b pa pri konstrukciji Fockovog prostora uzmemo da su b operatori stvaranja
a b operatori poniitenja (obratite paZznju da antikomutacijske relacije ne razlikuju b od b' jer ulaze simetri¢no), dobit
¢emo da je energija pozitivna i da problem nestabilnosti vakuuma ne postoji. No, kasnije ¢emo pokazati da je ovakva
kvantizacija ipak u suprotnosti sa zahtjevima Lorentz kovarijantnosti i kauzalnosti.

d3p
e Wp (aLap — b;{,bp>
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Diracovo polje (spin 1/2)

Razmotrimo sada isto pitanje za slucaj slobodnog Diracovog polja. Hamiltonijan u ovom slucaju je dan u (4.12.4).
Ako bi pokusali kvantizirati ovu teoriju koristeéi bozonske komutatore umjesto antikomutatora, dobili bi

d3p
_ t g b
H=Y" / ()5 P (apsaps bpsbps) (4.13.6)

Zbog minus predznaka ispred drugog ¢lana vidimo da ne postoji stanje najniZe energije pa bi uvodenje medudjelovanja
dovelo do nestabilnosti teorije. UoCite da nam ovdje ne pomaZe trik zamjene uloga b i b' jer se zbog prirode komu-
tatora predznak ne mijenja zamjenom mjesta ovih operatora. Zakljucak je da zahtjev stabilnosti vakuuma odbacuje
moguénost kvantiziranja Diracovog polja komutatorima, tj.

Spin 1/2 Eestice ne mogu biti bozoni.

4.13.3 Kauzalnost

Za operatore O (x) i O2(x) koji reprezentiraju neke dvije lokalne mjerljive veli¢ine kauzalnost zahtijeva
[01(2),02(y)] =0  za (x—y)*<0 (4.13.7)

Ako to ne bi vrijedilo, mjerenje ovih veli¢ina na udaljenostima prostornog tipa bi bilo povezano, $to bi se moglo
iskoristiti za slanje informacija brze od svjetlosti u vakuumu. Ako bi to bilo moguce, specijalna relativnost nam
kaze da bi automatski bilo moguce slati informacije u proslost. Kako ni jedno ni drugo nije opaZeno, obi¢no se
namece zahtjev (4.13.7).

Vidjeli smo da su lokalne mjerljive veliine u teorijama polja obi¢no reprezentirane operatorima koji su kvadra-
tini (tj. bilineari) u elementarnim poljima (npr. gustoca energije, impulsa, angularnog momenta, naboja), pa ¢emo
razmotriti operatore oblika?’

O(z) = ¢r(x)" du ()
Posto vrijedi identitet

[AB,CD] = A[B,C]D + AC|[B, D] + [A, C|DB + C[A, D|B
— A{B,C}D — AC{B, D} + {A,C}DB — C{A, D}B

vidimo da ¢ée (4.13.7) uvijek biti zadovoljeno ukoliko sva elementarna polja komutiraju ili antikomutiraju na udalje-
nostima prostornog tipa.

Kompleksno skalarno polje (spin 0)

Ako pretpostavimo bozonsku statistiku dobijamo

ciPy—gqw) [ag, azﬂ + ¢ ipy—az) [b;, pr

d? d’
o (), ()] 2/(%)33@/ (gﬂ)s:}m<

_ d’p —ip-(x—y) _ ip-(z—y)
- / (27)32w, (e — )

27a fermionska polja mjerljive veli¢ine nuzno imaju paran broj elementarnih operatora u umnosku.
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Ako ozna¢imo s t = 2° — y¥ i r = |x — y| gornji izraz daje

1 © J 2 m ) ) ) ) 2T
[o(z), <P(y)T] = E / PP / dfsin 6 (e*“’Pte””"COSH — e‘“Pte*”’TCOSH) / do
0 0 0

(27 2wy,
B ° 5 sin(twp) sin(pr)
272 Jo p2+m2 pr
=iD(t,r) (4.13.8)

Za bezmaseno polje vrijedi w;, = p i integracija se moZe lako napraviti. Rezultat je:

1
D(t,r) = 4—[5(7“ +t)—d(r—t)] = D(rt)#0 samoza (z—y)?=0
mr
iz Cega slijedi da je kauzalnost zadovoljena.
Za masivno polje, m # 0, integral nije trivijalan, no moZe se izraziti pomocu poznatih specijalnih funkcija:

Jo (m 12 — r2) za t>r
0 za 1> |t
—Jo (m 12 — r2) za t<-—r

1 0
Dt,r)=——
(t,7) 47tr Or
gdje je Jo Besselova funkcija. Posto samo srednja linija (r > |¢|) odgovara (z — y)? < 0, vidimo da je kauzalnost

zadovoljena.
Pokazali smo da je

2

[p(2),0()T]=0 za (z-y)°<0

neovisno o iznosu mase. Sli¢no se moZe pokazati i za komutator [p(z), ¢(y)]. MoZemo zakljuditi:

Slobodno spin 0 polje kvantizirano u skladu s bozonskom statistikom je kauzalno.

Ukoliko kvantiziramo ovo polje koriste¢i fermionsku statistiku, trebamo izracunati antikomutatore. Sli¢nom
procedurom sada dobijamo

{ i(p'y—q'm){aq’ a;} + e—i(py—qm){b;’ bp}>

d? d?
o) o't = [ ol [ i

TP ey i)
- / (27m)32w, (e e )

1[5 cos(twy) sin(pr)
22 p>+m?2  pr
=i Dy(t,r) (4.13.9)

Razmotrimo ponovo prvo sluc¢aj m = 0 za koji se lako pokaze da je:

11 )

Dl(t,r):Tﬂ_zm — Dl(?",t)#o za (Cl?—y) <0

Vidimo da je narusena kauzalnost.
U sluéaju m # 0 ponovo mozZemo izraziti integral pomocu specijalnih funkcija:

1 0 Y t2—r?)  za |t| >
Di(t,r) = { olmv® =) o=

dmr or Ho(imvVt? —r2) za [t| < -—r
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gdje je Yp Besselova funkcija druge vrste, a Hy = Jy + 1Yy Hankelova funkcija. PoSto je poznato da je opéenito
Hy(ix) # 0 za x > 0 slijedi da je

{o@), o)1 #0  za (z-y)? <0

[ Kvantiziranje slobodnog polja spina 0 fermionskom statistikom vodi na naruSenje kauzalnosti.

Diracovo polje (spin 1/2)

Ponovimo istu proceduru za slobodno Diracovo polje. Ako bi ga htjeli kvantizirati koriste¢i bozonsku statistiku dobili
bi:

) d’p i —ip(z—y) 7 ip(z—y)
9@, 90 =3 [ Gryiss (0 s)a 9)e — olp, 5)3(p, 5)e” )
s P
d3p i (o in-(z—
- / (2m)* 2w [+ m)e™ @ — (p— )y
P

=i(id +m)D1(t,r)

gdje je D1(t,r) definiran u (4.13.9). Posto smo vidjeli da D; (¢, r) ne opCenito ne i§¢ezava za prostorne udaljenosti,
isto vrijedi i za derivaciju pa moZemo zakljuciti

[(x),(y)] #0 za (z—y)* <0

Kvantiziranje slobodnog polja spina 1/2 bozonskom statistikom vodi na naruSenje kauzalnosti.

Ukoliko kvantiziramo slobodno Diracovo polje fermionskom statistikom dobije se:

{¥(z),9(y)} = - =i(id + m)D(t,r) (4.13.10)

gdje je funkcija D definirana u (4.13.8). Posto smo vidjeli da D(t, r) i8Cezava za prostorne udaljenosti, isto ¢e vrijediti
i za derivaciju pa slijedi

{¥(@),dy}=0 za (x—-y)?*<0

Isto to se moZe pokazati i za antikomutator { ¢)(z), ¢ (y) }, pa mozemo zakljuciti:

[ Slobodno polje spina 1/2 kvantizirano fermionskom statistikom je kauzalno. ]

Rezultati se generaliziraju na proizvoljni spin, na nacin da kvantiziranje polja bozonskom statistikom vodi na
kauzalnost za polja cjelobrojnog spina i nekauzalnost za polja polucjelobrojnog spina, dok kvantiziranje fermionskom
statistikom vodi na obrnuti rezultat.

Zadatak 4.13.2: Dokazite (4.13.10).
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4.13.4 Lorentz invarijantnost S-matrice

U Feynmanovom racunu za S-matricu osnovni gradivni elementi su ¢vorovi i propagatori za slobodna polja. U pravilu,
za Lorentz kovarijantnost S-matrice nuZan uvjet je da su propagatori kovarijantni.>® Sjetimo se da su propagatori T-
uredene korelacijske funkcije slobodnih polja

Dys(,y) = (0|T{¢r(2)¢s(y) }0)

Oprez: Za fermionska polja neparna permutacija redoslijeda operatora u T-uredenju mijenja predznak (posljedica
zamjene mjesta operatora stvaranja i ponistenja u izvodu Wickovog teorema) pa je

T{r (@) = 0(2" —4°) (@5 ()" = 005" — 2°) s () 0 (2)
Sli¢no vrijedi i za normalno uredenje operatora stvaranja i ponistenja pa tako npr. za fermionske operatore vrijedi
D Gpo a;r),a, t= —a;a, Apo

Sad mozemo provjeriti kako odabir statistike utjece na svojstva Lorentz kovarijantnosti propagatora.

Kompleksno skalarno polje (spin 0)
Vidjeli smo da primjena bozonske statistike na slobodno spin 0 polje daje za propagator
d4p l e_ip'(x_y)
(2m)% p?2 — m? + ie

= Dp(x —y)

OIT () o()T}]0) = /

Ovaj propagator je ocito Lorentz kovarijantan (tocnije, skalar).

Ukoliko kvantiziramo ovo polje pomocu fermionske statistike slican racun daje

d*p 0 i e~ (z—y)

t =

OTle@pw 0 = [ G5 s s
nyje L. mnv.

Vidimo da se javlja ekstra faktor koji nije Lorentz invarijantan pa naruSava Lorentz kovarijantnost propagatora.

[ Kvantiziranje slobodnog polja spina 0 fermionskom statistikom vodi na naruSenje Lorentzove simetrije.

Diracovo polje (spin 1/2)

U slu¢aju slobodnog Diracovog polja vidjeli smo da je umjesto 1 spretnije raditi s poljem ¢ = 1~. Vidjeli smo da
su obicni (vremenski neuredeni) korelatori, koji su dani u (4.12.17) i (4.12.18), neovisni o statistici.
Pokazali smo da kvantiziranje Diracovog polja fermionskom statistikom daje za Feynmanov propagator

d'p i(p+m)

—ip(x—y) _ (_; —
(2m)* p2 —m? +ie ¢ (=i +m)Dp(z — y)

OIT ()8 (4)}[0) = /

Sto je Lorentz kovarijantno.

Postoji moguénost da se nekovarijantni dio propagatora ponisti s nekovarijantim dijelovima u &vorovima. To se dogada npr. kad se
elektrodinamika kvantizira u nekom od nekovarijantnih bazdarenja. U pravilu se ovakve situacije mogu preveslati u ekvivalentnu definiciju u
kojoj su i ¢vorovi i propagatori kovarijantni.
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Ukoliko kvantiziramo ovo polje bozonskom statistikom, iz (4.12.17)-(4.12.18) i identiteta (3.7.17) slijedi:

3 . .
OT@EWH0) = (id, ~m) [ (2:)32% 67 (g0 — y0) — (o) (40 — o)
d4p pO ,L'e—ip-(a;—y)

— (—’Lax + m)/ (2m)? \/m P2 —m2 + ic

Vidimo da se javlja nekovarijantni faktor koji naru§ava kovarijantnost propagatora.

Kvantiziranje slobodnog polja spina 1/2 bozonskom statistikom vodi na narusenje Lorentzove simetrije.

4.13.5 Sazetak analize*

Ako pretpostavimo da Cestice mogu biti samo bozoni ili fermioni, na primjerima polja spina 0 i 1/2 pokazali smo da se
slobodna relativisticka polja mogu konzistentno kvantizirati samo na nacin da se polja cjelobrojnog spina kvantiziraju
kao bozoni, a polja polucjelobrojnog spina kao fermioni. Argumentacija se moZe lako prosiriti na polja proizvoljnog
spina. U stvari, postoji egzaktan teorem koji kaze:

- a

Spin-statistika teorem: Ako su ispunjene sljedeée pretpostavke:
1. Teorija posjeduje simetriju na Lorentzove transformacije.
2. Teorija posjeduje stanje najniZe energije (vakuum).
3. Cestice u teoriji su lokalizirana pobudenja (nisu vezane za strune ili hiperplohe).
4. Cestice su propagirajuce, tj. imaju kona¢nu masu.

5. Cestice su stvarna fizikalna pobudenja (prisutna u fizikalnom prostoru stanja) i norma im je pozitivno
definitna.

U tom slucaju Cestice cjelobrojnog spina su nuzno bozoni, a cestice polucjelobrojnog spina fermioni ako
je dimenzija prostor-vremena veca od 3.

Ostaje pitanje: Sto je s teorijama polja u dvije i tri prostorno-vremenske dimenzije?

4.13.6 Teorija polja u opcem broju dimenzija*

Tokom dosadasnjeg dijela kolegija uglavnom smo se ogranicili na teorije polja u 4 prostorno-vremenske dimenzije.
No, vecina op¢ih formula koje smo napisali se moZe generalizirati na d dimenzija uz "prirodne" transformacije, npr.
prostorno-vremenski indeksi uzimaju vrijednosti u, v, ... ={0,1,...,d — 1}, te

dtz, d*p, &®p — dix, d%, d¥p
2m)t, 2n) — (20, (2r)d7!
'), 8p-a) — -9, (p-q)
i sli¢no.
U slucaju spinora, definicija Diracovih y-matrica ostaje ista
{Yw 1w} = 20w

Dimenzionalnost Diracovih matrica je dana minimalnom dimenzijom u kojoj ih moZemo reprezentirati. Pokazuje
se da su one 2¥ x 2¥ matrice, gdje je k definiran putem d = 2k + 1 ako je d neparan, odnosno d = 2k ako je
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d || Majorana | Majorana-Weyl (L i R) | Weyl (LiR) | Konj. (¥)
1+1 v v v samo
0+2 v - v medu
1+2 v - - -
0+3 - - - -
143 v - v medu
0+4 - - v samo
1+4 - - - -
0+5 - - - -
1+5 - - v samo
0+6 v - v medu
1+6 - - - -
0+7 v - - -
1+7 v - v medu
0+8 v v v samo
1+8 v - - -
0+9 v - - -

Tablica 4.1: Vrste spinora u d dimenzionalnom prostor-vremenu. Retci se ponavljaju s modulo 8. "Konj. (*)"
oznacava kako se Weylovi spinori transformiraju na kompleksnu konjugaciju — "samo" znaci da se transformira sam
u sebe, dok "medu" znali L <+ R. Majorana-Weyl znac¢i da moZemo imati Weylova polja koja su ujedno i realna.

d paran. Majorana spinori imaju istu dimenziju kao i Diracovi, ali su realni (pa imaju dvostruko manje nezavisnih
komponenti), dok je dimenzionalnost Weylovih spinora upola manja (kao u d = 4). Diracov spinor se moZe definirati
za proizvoljan d, no to ne vrijedi i za Majoranine i Weylove spinore. Tablica 4.1 pokazuje u kojem broju dimenzija
(Minkowski i Euklidski prostori) ovi spinori postoje.

Sve teorije polja kojima smo se eksplicitno bavili tokom kolegija se mogu definirati za svaki d > 2. Uocite da se
kvantna mehanika moZe shvatiti kao kvantna teorija polja u (1 + 0) prostorno-vremenskih dimenzija. Teorije polja
u d # 4 su vazne kako u fizici ¢vrstog stanja, tako i u nekim ograncima teorijske fizike elementarnih Cestica poput
teorije struna ili opcenito u teorijama u kojima postoje dodatne dimenzije.

Klju¢na veli¢ina Cija svojstva ovise o broju prostorno-vremenskih dimenzija je spin i stvari vezane uz njega (npr.
kiralnost, helicitet, i, kao §to ¢éemo uskoro vidjeti, statistika). Sto se statistike ti¢e, pokazuje se da je ona povezana s
topoloskim svojstvima male grupe prave Lorentzove grupe. Radi jednostavnosti prikaza ogranicit ¢emo se na masivne
Cestice/polja, za koje je mala grupa SO(d — 1).

Eksplicitna konstrukcija projektivnih reprezentacija male grupe vodi na sljedeée ponasanje:

e d > 4: Rotacije za 47 daju identitet, D(Ry,) = 1, dok rotacije za 27 daju

+1 s=
-1 s=

D(RQW) — €i27r5 — {

gdje je s spin reprezentacije/Cestice, koji je nuzno (polu)cjelobrojan (s € NY/2).

e d = 3: Mala grupa je SO(2) = U(1) koja je lokalno izomorfna (ima istu Liejevu algebru) grupi zbrajanja
realnih brojeva R . Ova grupa nema nikakvu periodi¢nost pa stoga ni reprezentacije ne moraju imati nikakvu
posebnu periodicnost. Slijedi da rotacija za 27 moZe dati bilo koju fazu:

D(Rgy) =€”™ | seR

gdje s, koji igra ulogu spina, moZe biti bilo koji realni broj. Sve unitarne IRREP grupe U (1) su jednodimenzi-

onalne, tj. interni spinski prostor stanja je trivijalan.

206



e d = 2: U jednodimenzionalnom prostoru ne postoje rotacije i Lorentzova grupa je generirana samo boosto-
vima po toj jednoj dimenziji. Posto je to jednodimenzionalna grupa (parametrizirana rapiditetom [3), nuzno je
Abelova grupa pa su ireducibilne kona¢nodimenzionalne reprezentacije nuzno jednodimenzionalne. To znaci
da unutar IRREP Lorentzove transformacije samo mijenjaju fazu na sljedeci nacin

D(B) = e

Parametar s, koji pripada danoj IRREP/Cestici, igra pomalo sli¢nu ulogu kao spin pa ga se Cesto tako i naziva.

4.13.7 Spin-statistika teorem iz krivuljne ovisnosti*

Vratimo se sada nazad na pitanje s pocetka ovog poglavlja: O cemu sve moZe ovisiti faza « koja se pojavljuje nakon
zamjene mjesta dviju istovrsnih Cestica u vektoru stanja? Kao $to smo ve¢ zakljucili, « moZe ovisiti samo o Lorentz
skalarima. Razmatrajuéi Lorentz skalare koji su pridruZeni stanju zakljucili smo da o moZe ovisiti samo o tipu Cestice,
« = ay,. No, ono §to smo propustili uoditi je da «« mozZe ovisiti i o Lorentz skalarima vezanima uz operaciju zamjene
Cestica. Ideja je da zamjenu Cestica opiSemo kao kontinuiranu transformaciju kojoj je pridruzena zatvorena krivulja
u konfiguracijskom prostoru (razapetom impulsima Cestica u stanju).?! Sad je jasno da su topoloske razlike izmedu
krivulja Lorentz invarijante.?

U prostor-vremenu dimenzije d > 4 dimenzija prostora impulsa je d — 1 > 3. U takvom prostoru svaku krivulju
mozemo neprekidno prevesti u bilo koju drugu pa je topologija krivulja trivijalna. Stoga zaklju¢ak da o« moze ovisiti
samo o 1 stoji pa ¢estice mogu biti samo bozoni ili fermioni.

U prostor-vremenu dimenzije d = 3 dimenzija prostora impulsa je 2, tj. imamo ravninu s "izbuSenim rupama".
Krivulje se klasificiraju po tome koliko puta se zavrte oko "rupa” (tj. impulsa p;). Radi jednostavnosti, razmotrimo
dvocesticno stanje u kojem imamo samo impulse p; i p2. Zatvorene krivulje su topoloski klasificirane po tome koliko
puta N € Z se zavrte u krug (smjer je bitan). PoSto kompozicija dvije krivulje s Ny i N2 daje krivuljus N = N+ No,
ovisnost « o krivulji zamjene mora imati oblik

ap(N) = e2mNkn , kn €R (4.13.11)
gdje je x,, karakteristika vrste Cestica n ¢iju izmjenu mjesta razmatramo. Vidimo da postoje sljedece moguénosti:
e k=0 (mod1l) = bozoni
e k=13 (modl) = fermioni
e k#0,1 (modl) = anioni

Na koji nacin je statistika povezana sa spinom, tj. koja je veza izmedu « i s? U tu svrhu zgodno je preéi u sustav
centra masa u kojem je po = —p1. U ovom slucaju zamiena Cestica koja ukljucuje kut 27 odgovara operaciji rotacije
za kut 7, R;. Na prostoru stanja ova operacija je reprezentirana s D (R, ) pa moZemo pisati

D(Rx)|p1,p2) = (¢°)" [P2,P1) = a|p2, P1)
Usporedba s (4.13.11) za N = 1 daje x = s (modulo 1), tj. statistika je u potpunosti odredena spinom.

Sazetak spin-statistika teorema u d dimenzija:

e d>4 s € NY/2 bozoni/fermioni
e d=3 seR bozoni/fermioni/anioni
e d=2 nema spina (kuriozitet: parastatistike)

31Zamislite da fizicki zamjenjujete mjesta Cesticama po nekim krivuljama.

32Dvije krivulje su topoloski ekvivalentne ako se mogu neprekidno prevesti jedna u drugu tako da ne izlaze iz danog prostora. Obratite
paznju da je prostor u kojem se nalaze krivulje d — 1 dimenzionalni prostor impulsa u kojem su "izbuSene rupe" na mjestima na kojima se
nalaze impulsi p; koji definiraju dano stanje.
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414 C, P, T i CPT teorem*

U ovom odjeljku nastavit ¢emo analizu simetrija razmatranjem diskretnih transformacija nabojne konjugacije (C),
pariteta (P) i vremenske inverzije (I'). Postojanje svake od ovih simetrija vodi na neke interesantne fizikalne
posljedice. Na kraju éemo demonstrirati da je u svakoj relativistickoj teoriji polja kompozitna transformacija
C PT simetrija. Pokazat ¢emo da ova tvrdnja, koja se moZe matematicki dokazati i koja je poznata pod imenom C' PT’
teorem, ima vaZne, eksperimentalno mjerljive, posljedice. Kao i prije, radi preglednosti i jasnoce demonstracije ¢emo
napraviti na poljima spina 0, 1/2 1 1 i to posebno na primjeru kvantne elektrodinamike, no tvrdnje imaju neposrednu
generalizaciju na polja proizvoljnog spina i proizvoljna medudjelovanja.

Postoje dva glavna puta za istrazivanje simetrija neke teorije: (1) "'klasi¢ni': ProuCavanjem transformacija na
koje je akcija ili oblik jednadzbi gibanja invarijantan (ovaj nacin je posebno spretan u sluc¢aju kontinuiranih simetrija
gdje moZemo koristiti snagu Noetherinog teorema), (2) "kvantni'': Ukoliko znamo kako simetrija treba djelovati na
prostoru stanja moZemo neposredno konstruirati djelovanje na operatore (polja).

"Klasi¢ni" put smo intenzivno koristili kod analize internih U (1) simetrija i translacija u prostor-vremenu. No,
posto nas sad zanimaju diskretne simetrije, pa ne mozemo koristiti Noetherin teorem, taj nacin vise nije toliko priv-
lacan. S druge strane, mi ve¢ znamo kako simetrije koje nas ovdje zanimaju djeluju na prostor stanja, tako da cemo
ovdje demonstrirati "kvantni" pristup.

U "kvantnom" pristupu pocetna tocka ¢e nam biti ¢injenica da ¢emo znati kako operator simetrije O djeluje na
asimptotske prostore ulaznih i izlaznih stanja. Posto su asimptotski prostori Fockovog tipa, iz toga se moze neposredno
dobiti djelovanje O na operatore stvaranja a,po i anpUT ponistenja Cestica u asimptotskim stanjima, tj. izraCunati

O appo ! OF (4.14.1)
Pretpostavit ¢emo nadalje da transformacija simetrije ostavlja vakuum invarijantnim,
0 0) = |0) (4.14.2)

Sto za teorije koje imaju jedinstven vakuum direktno slijedi iz zahtjeva da O komutira s hamiltonijanom. Kao Sto
smo veé¢ napomenuli, O je ili unitaran ili antiunitaran operator, §to zna¢i da je O~! = OT. Posto antiunitarnost (koja
ukljucuje antilinearnost) nuZno mijenja smjer vremena, tj. ukljucuje djelovanje ¢ — —t na vremenski razvoj operatora
i stanja, jedine simetrije koje se reprezentiraju antiunitarnim operatorima su one koje ukljucuju transformaciju zvanu
vremenska inverzija (7).

Polja u asimptotskim rezimima (t — =+00) su slobodna i Fourierov razvoj polja pridruzenog Cestici tipa n je dan

43 . 4
() = XJ: / (%)3\1}% (e(p, &) tnpo €T + f(P,0) Gnepo’ ew“) (4.14.3)

gdje su e i f polarizacijski tenzori ¢ija struktura je odredena spinom s polja i masom (m # 0 ili m = 0). S n° smo
oznadili antiCesticu Cestice n (tako da je ancpgT, koji smo prije oznacavali s bnpoT, operator stvaranja antiestice n°).
Principi kvantne mehanike kaZu da se polje transformira na sljedeéi nacin:

o(z) -2 ¢ (x) = 0 ¢(z) OF (4.14.4)

Sad vidimo da primjenom (4.14.1) mozemo neposredno izracunati kako se svako polje transformira na simetriju u
asimptotskim reZimima ¢ — 00. PoSto operator simetrije mora komutirati i sa slobodnim i s interakcijskim dijelom
hamiltonijana (ili, ekvivalentno, i slobodni i interakcijski dio lagranzijana moraju biti invarijantni na transformaciju
¢ — ¢') ovaj zakon transformacije mora vrijediti u sva vremena, a ne samo u asimptotskim rezimima.

U racunu postoji jedna mala suptilnost. Kao $to ¢emo vidjeti na primjerima simetrija, u izrazu za transformaciju
Cesti¢nih stanja u Fockovom prostoru na O postoji fazni faktor x,,, |x»| = 1 (tzv. O-paritet) za svaku Cesticu (uklju-
cujudi i anticestice). Ovi fazni faktori su u danoj teoriji ograniceni zahtjevom da su i slobodni i interagiraju¢i dio
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lagranZijana svaki za sebe invarijantni na transformaciju simetrije. Posto smo vidjeli da je slobodni dio lagranzijana
L suma bilineara oblika ¢' M ¢, gdje M sadrZi derivacije i/ili neke matrice, zahtjev invarijantnosti

Lo -2 £ =L

nam kaZe da ¢/, mora biti linearna kombinacija ili od samog ¢, ili od qu. Kao §to ¢emo vidjeti na primjerima, ovaj
zahtjev uspostavlja vezu izmedu faznih faktora Cestica i njima pridruZenih anticestica.

Zahtjev da je i interakcijski dio lagranZijana invarijantan na transformaciju polja

Lint -2 Ly = Lin

postavlja dodatna ograni¢enja na fazne faktore. Vrlo Cesto fazni faktori nisu u potpunosti odredeni. Na primjer, uko-
liko dana teorija posjeduje k nezavisnih U(1) simetrija, ove se mogu iskoristiti tako da se redefinira faza nabijenih
Cestica redefiniranjem operatora simetrije, ¢’ = Cexp(i » ;@ Qj), gdje su Q; satuvani U(1) naboji a ov; proizvoljni
realni parametri. Izborom «; moZemo po volji fiksirati fazne faktore k& nabijenih Cestica. Recimo, u Standardnom
modelu fizike Cestica postoje tri nezavisne U (1) simetrije koje su odgovorne za sacuvanje elektri¢nog naboja, barion-
skog broja i leptonskog broja, koje se mogu iskoristiti da se fiksiraju O-pariteti za tri Cestice (tradicionalno se uzimaju
elektron, proton i neutron i postavljaju im se O-pariteti na 1). UoCite da se koristenjem U (1) simetrija ne mogu mije-
njati fazni faktori realnih polja (onih &ije Cestice su same sebi antiGestice, poput fotona ili 7° piona.). Takvim poljima
medudjelovanja najcesce fiksiraju u potpunosti O-paritete.

Naravno, postoji moguénost da je interakcijski ¢lan takav da je nemoguce dobiti simetricnost niti za jedan izbor
faznih faktora. U tom slucaju kaZemo da ¢lan u L;,; koji je za to odgovoran eksplicitno lomi simetriju. Na primjer,
iako su teorije kojima opisujemo gravitacijsko, elektromagnetsko i jako medudjelovanje invarijantne na C, P i T,
slaba medudjelovanja eksplicitno lome sve tri ove simetrije i sve njihove kombinacije osim C'PT'.

Sad ¢emo primijeniti ovu pomalo apstraktnu analizu na konkretne primjere diskretnih simetrija i polja pa ée sve
biti puno jasnije.

4.14.1 Nabojna konjugacija

Nabojna konjugacija je, po definiciji, transformacija koja prebacuje sve Cestice u antiCestice bez da mijenja druge
kvantne brojeve u stanju. To znaci da je djelovanje C' na asimptotski Fockov prostor stanja odredeno s:

C ‘nlpl(jl? e 7n7’pTUT’> = € ‘niplala T 7n$pr‘7r> ) ’g‘ =1 (4145)

gdje n§ oznaCava antiCesticu Cestice nj. Operator C' mora biti unitarni operator. Iz gornje relacije i definicije operatora
stvaranja i poniStavanja (4.13.3) i zahtijeva da je vakuum invarijantan na ovu transformaciju (jer ne sadrZi nikakve
Cestice)

ClQ) = 1)
slijedi da mora vrijediti
C anpo! CT = &, anepo | (4.14.6)
gdje je |, = 1. &, se naziva C-paritet od Cestice tipa n i primjer je faznog faktora koji smo spomenuli u uvodu.

Ocito je £ u (4.14.5) dan produktom C'-pariteta po svim Cesticama:
T
=14, (4.14.7)
j=1

Jednadzba (4.14.4) koja daje transformaciju polja ovdje daje:

b () =5 ¢ (2) = C pp(x) C (4.14.8)
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Primjena (4.14.6) daje:
c dgp t _—ip-x Tt Jipx
o5 () :Z 7(2@3@ (e(p,a) CanpeCl e + f(p,0) Capeps Cle )
o p

d*p . Cipa i
= Z/ W (én €(p,0’) QAnepo € +£nc f(p,O') Gppo' € ) (4149)

Kao $to smo napomenuli, o¢ekujemo da je transformirano polje linearna kombinacija ¢, ili ¢L. Iz oblika od (4.14.9)
jasno je da mora biti ova druga varijanta. Stoga ¢emo napisati (4.14.9) u sljedecem obliku:

3 po | G AL
QSSZ(LU) = f;,: ; / (27‘_)3\3% <€(p, O')* anchT e’ + %L f(p, U) Unpo € P ) (41410)

Da bi nastavili dalje, trebamo znati kako se transformiraju tenzori polarizacije e i f na kompleksnu konjugaciju. To
¢emo razmotriti na posebnim slucajevima spinova 0, 1/21i 1.
Spin 0

Za slobodno polje spina 0, ¢(x), imamo e(p,o) = 1 = f(p, o) pa iz (4.14.10) i zahtijeva da desna strana jednakosti
mora biti proporcionalna o(z)T, slijedi da je
&ne =&, (4.14.11)

pa dobijamo da je zakon transformacije polja spina 0 na nabojnu konjugaciju dan s
¢°(x) = & p(a) (4.14.12)

U slucaju realnog skalarnog polja ocito mora vrijediti £ = £1.
Posto je ocito (fp)¢ = (¢Ty), slijedi da je lagranZijan slobodnog polja spina 0 invarijantan na nabojnu konjuga-
ciju za svaki izbor C-naboja, pa je ona simetrija u slobodnoj teoriji.

Spin 1

Analiza slobodnog polja spina 1, kao i drugih slobodnih bozonskih polja spina s € N, je potpuno identi¢na gornjoj
analizi za spin 0. Jedina razlika je da sad imamo polarizacijske vektore koji zadovoljavaju f(p,o) = e(p,o)*.
Rezultat je da ponovo mora vrijediti relacija (4.14.11) pa je transformacija spin 1 polja na nabojnu konjugaciju dana s

A (@) = € Au ()
Za realna polja ponovno mora vrijediti £ = +1. Ponovo je trivijalno ocito da je lagranZijan za spin 1 polje, masivno i
bezmaseno, invarijantan na ovu transformaciju.
Spin 1/2

Za polje spina 1/2, 1) (), tenzori polarizacije su dani spinorima v i v, e = u i f = v. Klju¢ je relacija (4.11.16), ¢ijom
primjenom ponovo dobijamo da mora vrijediti relacija (4.14.11) i stoga dobijamo sljedeée pravilo za transformaciju
Diracovog (i Majoraninog) spinora na nabojnu konjugaciju:

V(x) = = iy (x)” (u Weylovoj reprezentaciji) (4.14.13)

koje vrijedi u Weylovoj reprezentaciji.>* To je, do na fazni faktor, upravo transformacija (4.10.52) koju smo dobili pri
razmatranju Majoraninog polja i sada vidimo da smo je s pravom nazvali nabojna konjugacija.

33U slugaju spinornih polja nabojnu konjugaciju, koja ne radi transponiranje na spinornim indeksima, oznaéili smo s . Oznaka 1, kao i prije,
podrazumijeva i transpoziciju spinornih indeksa. Oznaka T oznalava transpoziciju samo spinornih indeksa. To znati da je ¢*T = T,
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Za Majorana fermione, kod kojih je Cestica sama sebi antiestica Sto znaci n® = n i &,c = &,, iz (4.14.11) slijedi
da je £y = £1. Posto Majoranin spinor zadovoljava 1/ (x) = —&*iveps(x)*, vidimo da iz (4.14.13) slijedi da za
njega vrijedi

Vi (z) = £pr(x) (Majorana spin 1/2 polje)

Uocite da operator C, definiran kao u (4.14.6), mijesa stanja koja se nalaze u vy, i ¥g, Sto znaci da postojanje
simetrije na C' automatski implicira da lijeva i desna polja moraju dolaziti u parovima. No, ukoliko se lijevo i desno
Weylovo polje pojavljuju simetri¢no i u interakcijskom ¢lanu, govorimo o bezmasenom Diracovom polju, a ne o paru
Weylovih polja. Zakljucak je:

U kiralnim teorijama nabojna konjugacija ne mozZe biti simetrija.

Razmotrimo sada transformaciju vaznijih Lorentz kovarijanti. Neposrednim racunom lako se pokaZe da vrijedi:

(Y1) = () (4.14.14)
(hyu) = —(y") (4.14.15)

Dokaz: Razmotrimo prvo (4.14.14). Primjenom (4.14.13) dobijamo
()° = ()% = (=imatb(2)") o (—invs(@)*) = " vr072¢”
Posto u Weylovoj reprezentaciji vrijedi vg = —79, t€ Y27Y07Y2 = 7o heovisno o reprezentaciji, dobijamo
()° = =Ty = =5 (70) 68k = Yk (Yo)xths = Y0 ¥ = Plyoy = Yo

gdje smo koristili da su spinori antikomutirajuci objekti i da je u Weylovoj reprezentaciji fyOT = 9. Dokaz druge
relacije prepostamo Citatelju za vjezbu. Kljucno je za uoditi da se ovaj izvod razlikuje od prvog samo u tome $to
umjesto (127072)” = o imamo

)T

(2%7:72)" = —Y0Vu

Sto se lako provjeri da vrijedi u Weylovoj reprezentaciji.
Sad trebamo provjeriti da li je Diracov lagranZijan invarijantan na (4.14.13). Relacija (4.14.14) nam kaZe da je
Diracov maseni ¢lan invarijantan pa ostaje provjeriti kineticki dio. 1z izvoda za (4.14.15) moZemo vidjeti da je

(V" 0,0)° = = (0" ), (Bupy"Y) = — (v Ou) (4.14.16)

iz Cega slijedi da je kineticki dio lagranZijana invarijantan. Sve skupa, dobili smo da je slobodni Diracov lagranzijan
invarijantan na nabojnu konjugaciju.
Za ostale bilineare moze se provijeriti da su transformacije na C' dane s:

(i )° = iy (4.14.17)
(izﬁ'_y“”ww)c = i(&f’v“w) (4.14.18)
(Vo)) = — (Vo) (4.14.19)
1z (4.14.15) i (4.14.19) vidimo da za Majoranino polje vrijedi:
Yy P =0 (4.14.20)
OOy =0 (4.14.21)

To znaci da Majorana fermioni imaju iS¢ezavajuéi elektri¢ni naboj i magnetski moment.
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Medudjelovanja i procesi

Ukoliko ne postoje medudjelovanja i teorija je slobodna, ocito je da je uvijek moguée odabrati C'-paritet tako da je
&, = 1 za sva polja. No, kada postoje medudjelovanja to vise nije tako. Umjesto da govorimo apstraktno, na primjeru
spinorne kvantne elektrodinamike demonstrirat cemo gornje tvrdnje.

U spinornoj elektrodinamici svako Diracovo polje ¥, se veZe na elektromagnetsko polje putem medudjelovanja

Ling = _QnA/Lj'u ) jN = %’Y“%
gdje je j# gustoca struje elektri¢nog naboja. 1z (4.14.15) direktno slijedi da je
. C. . .
Ju = Jp = —Ju (4.14.22)

Sto potvrduje da C radi zamjenu ¢ — —q. Invarijantnost medudjelovanja L;,¢ automatski implicira da se elektromag-
netsko polje mora transformirati na nabojnu konjugaciju na nacin

A, S 48 =—4, (4.14.23)

nys

S druge strane, ukoliko ne postoje druga medudjelovanja (razmatramo "Cistu elektrodinamiku") ocito je da su C-
pariteti za fermione potpuno proizvoljni i moZemo ih U (1) simetrijom postaviti na bilo koju vrijednost, pa se obi¢no
uzima £ = 1.

Ova analiza se generalizira na sve vrste elektrodinamike, ne samo spinornu. SazZeto izreceno:

Elektrodinamika posjeduje simetriju na nabojnu konjugaciju. C-paritet fotona je &, = —1 dok za druga polja
ne namece ogranicenja.

Ova relacija ima vaZzne fenomenoloske posljedice. Kao prvo, iz nje je oCito da korelacijska funkcija sacinjena od
produkta neparnog broja polja A, nuZzno iS¢ezava:

[ (U @1) - Ay (25 1)I D=0, jEN (4.14.24)

Dokaz: Samo treba ubaciti CTC = 1 izmedu polja i iskoristiti C|Q) = Q) i (4.14.23):
(AL (1) -+ Apyy 1 (2j11) Q) = (QCTC A (21)CTC A (11)CT - C Ay, (2241)CTCIQ)
= —<Q‘AM1(.%'1> T Al»‘2j+1(x2j+1)‘Q>

Iz dokaza i (4.14.22) slijedi da to isto vrijedi i za produkt neparnog broja struja j,,, kao i za svaki operator neparan na
C (4. koji zadovoljava O¢ = —Q0).

1z (4.14.24) trivijalno slijedi da ée i T-uredeni produkti iSCezavati na isti naCin. PoSto se 7T-uredeni produkti
javljaju u amplitudama i S-matrici procesa, posljedica je da su nemoguéi procesi u kojima sudjeluju samo fotoni i to
ukupno neparan broj njih (sumiran po ulaznom i izlaznom stanju), kao $to je npr. vy —~ ~~y. No, u stvari moZemo
izre€i i jacu tvrdnju unutar Feynmanovog racuna. Posto je T-uredena korelacijska funkcija u Feynmanovom racunu
dana svim off-shell dijagramima koji na vanjskim linijama imaju samo fotonske noge, njeno i§¢ezavanje nam kaZe da
u ra¢unima mozemo odbaciti sve dijagrame koji imaju poddijagrame Cije vanjske noge se sastoje od neparnog broja
fotona. Ove tvrdnje su poznate pod nazivom Furryjev teorem, koji kratko moZemo zapisati kao:

Furryjev teorem: U (off-shell ili on-shell) procesima moZemo zanemariti sve dijagrame koji sadrZe poddija-
grame Cije vanjske noge ¢ini neparan broj fotona.

Simetriju na C naravno moZemo koristiti kao i sve druge simetrije u kvantnoj mehanici. Ako razmatramo prijelaz
izmedu dva svojstvena stanja od C' (5to Ce biti ako su sve Cestice u oba stanja realne, odnosno neutralne), |a) — |3),
on Ce biti mogué samo ako vrijedi:

fa = gﬁ
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gdje se &, i {g dobiju mnoZenjem C-pariteta svih Cestica u stanju, kao u (4.14.7). Ovo moZemo Koristiti za dobijanje
vaznih informacija Cak i ako ne znamo nisSta o teoriji koja opisuje medudjelovanje. Na primjer, pretpostavimo da smo
eksperimentalno uocili sljedeéi raspad:

T — VY

Ukoliko teorija posjeduje simetriju na C', moZemo odmah zakljuciti da je &, = (57)2 = 1. To znaci da ako teorija
posjeduje simetriju na C' svi procesi u kojima se m raspada u neparan broj fotona bi trebali biti zabranjeni, npr.

T~ YV

jer je C-paritet stanja na lijevoj strani jednak 1, a na desnoj strani (—1). Eksperimenti su u skladu s tim.
Postojanje simetrije na nabojnu konjugaciju ima jednu ocitu vaznu posljedicu:

Vjerojatnost prijelaza procesa ostaje nepromijenjena ako sve Cestice u ulaznom i izlaznom stanju zamjenimo
njihovim antiesticama.

Dokaz je trivijalna posljedica definicije C' dane u (4.14.5) i toga da je || = 1.
U zakljucku, eksperimentalnim proucavanjem procesa mozemo dobijati radne hipoteze koje simetrije postoje u
medudjelovanju, Sto teoretiCarima olakSava izradu modela.

4.14.2 Paritet

Paritet (ili "prostorno zrcaljenje") P je diskretna prostorno-vremenska transformacija koja spada u Lorentzovu grupu

1 definira se kao

ot Ly pr, ¥ = (2%, —x)

Obic¢nim rjecnikom receno, simetrija na paritet zakona koji upravljaju nekim sustavom ili pojavama kaZe da:

Ako snimate zbivanja jednom kamerom direktno, a drugom odraz zbivanja u ogledalu, i prikaZete filmove
nekome tko nije bio prisutan, on(a) nee moéi zakljuciti koji film je koji.

Vidimo da je P? = 1. U odjeljku 4.2.3 smo napisali kako se Cesti¢na stanja transformiraju na paritet. Za masivne
Cestice pravila su dana u (4.2.7) a za bezmasene u (4.2.9).3* 1z ovih relacija se vidi da P transformira lijevo helicitetno
stanje u desno, i obratno, pa mozemo odmah zakljuciti:

[ U kiralnim teorijama paritet ne moZe biti simetrija. ]

Razmotrimo sada masivne Cestice. 1z (4.2.7) slijedi da paritet ima sljedece djelovanje na asimptotske Fockove
prostore stanja:

[ Plnipio1,-- - ,mPrOr) = Doy Mng - - My [R1 — P101, -+, — Proy) || =1 (4.14.25) ]

gdje je 1, unutarnji paritet Cestice n (eng. intrinsic parity), a P je unitarni operator. Iz toga direktno slijedi:
P anpo PT =10 an—po (4.14.26)
Polja se na paritet transformiraju kao

dn(z) 25 ¢l () = P () PF (4.14.27)

3*0Oprez! Za masivne Cestice o oznalava projekciju spina u odnosu na fiksnu os, a za bezmasene Gestice helicitet.
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pa primjena (4.14.26) daje:

d3 —in-x ip-x
gb%(q:):z:/@w)?)p(e(p,a)PanpUPTe b +f(an)PanCpaTPT€p )

v/ 2wp
= [ e (el o e £(B.0) el )
(27_‘_)3\/% n ) n—po mn ) nc—po
o

n

X d’p —ip(Pz) T tip(P2)
= nn;/W <e(—p,0) anpo € P + Y f(=P,0) anepo €7 (4.14.28)

U zadnjem koraku smo napravili supstituciju na varijabli integracije p — —p i iskoristili P2 = 1 kako bi prebacili
djelovanje P s p na x u eksponentima putem relacije (Pp) - x = (P?p) - (Pz) = p - (Px).

Kao §to smo napomenuli, o¢ekujemo da je transformirano polje linearna kombinacija ¢,, ili gbil. Iz oblika (4.14.9)
jasno je da ovaj put ocekujemo prvu varijantu. Proceduru ¢emo nastaviti na primjerima polja spina 0, 1/2i 1.
Spin 0

U slucaju slobodnog spin 0 polja, ¢(z), imamo e = 1 = f, pa je iz (4.14.28) oCito da iz zahtjeva da ¢’ mora biti
proporcionalan ¢ slijedi da

Nne = 1N, (4.14.29)
Primjena toga nam daje pravilo transformacije spin O polja na paritet:
't x) =n"p(t, —x)
Realna skalarna polja imaju 7 = +1. Spin O polja Ciji paritet je = 1 se nazivaju skalarna polja, a ona Ciji
paritet je n = —1 pseudoskalarna polja.
Spin 1

U slucaju slobodnog spin 1 polja A,,, izvod u potpunosti prati gornji za spin 0, uz dodatak da nam se sada pojavljuju
polarizacijski faktori e(p, o) = ¢,(p,0) i f(p,0) = €,.(P, 0)*, za koje se moZe pokazati da zadovoljavaju:

e#(—p,0) = =P*, " (p,0)
Primjena toga nas opet vodi na zahtjev (4.14.29), §to vodi na sljede¢i zakon transformacije spin 1 polja:
At (x) = —n* PF, AV (L, —x)

Ova formula se na prirodan nacin generalizira na bozonska polja generalnog spina s, A, ...,,,. Vidimo da za paritet

realnih bozonskih polja moZe biti samo 1 = £1. Opcenito se 4-vektorska polja ¢iji paritet je = 1 nazivaju vektorska
polja, dok ona koja imaju paritet n = —1 aksijalno vektorska polja.

Spin 1/2

U slucaju slobodnog spin 1/2 polja (Diracovog ili Majorana), v, tenzori polarizacije su dani pomocu spinora u(p, o)
iv(p,o)nanaindajee =ui f = v. 1z (4.14.28) vidimo da nam trebaju sljedece relacije:

U(—p,O') =7 U(p,(f) ) U(_pvg) - _fYO/U(p7O-)
Uvrstavanje gornjih relacija u (4.14.28) vodi na zahtjev

Nne = —1N, (4.14.30)
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pa dobijamo da je zakon transformacije Diracovog polja na paritet dan s:

Ot x) 2 (8, %) = 0" Y0 ¥ (t, —x) (4.14.31)

1z (4.14.30)-(4.14.31) lako se pokaze da se Lorentz kovarijantni bilineari transformiraju na sljedeéi naCin:

() (8, %) > (D) (t, —x) (skalar)
i) (%) > —i($7°9)(t, —x) (pseudoskalar)
(7 ) (£, %) — PP, (Py"a)) (, —x) (vektor)
(P YY) (¢, x) L —ipr, (VY y5) (t, —x) (aksijalni vektor)
(@ o) (t,x) > Py P 5 (Y 0°P)(t,—x)  (tenzor ranga 2)

Uodite da iz (4.14.30) slijedi da Majorana fermioni moraju imati 1), = =.

Opéi spin
Moze se pokazati da su unutarnji pariteti Cestice spina s i pripadne aniCestice povezani relacijom:

e N = (—1) (4.14.32)

Medudjelovanja

Simetrija na paritet se moZe Koristiti na isti nacin kao i simetrija na nabojnu konjugaciju pa ovdje neemo trositi
vrijeme na to. Za polja koja se u interakcijskom dijelu lagranZijana pojavljuju samo kroz ¢ ¢ produkt, paritet je stvar
konvencije i uvijek se moze uzeti da je n,, = 1. Takoder se U (1) simetrije uvijek mogu iskoristiti da se odabere paritet
za onoliko Cestica koliko ima U (1) simetrija u teoriji. Obicaj u fizici Cestica je da se primjenom elektri¢nog naboja (@),
leptonskog (L) 1 barionskog broja (B) unutarnji paritet elektrona, neutrona i protona postavi na n, = 17, = 1, = 1.

Vrlo &esto se u literaturi moZe nadi tvrdnja da je P2 = 1, iz koje i (4.14.25) direktno slijedi da je 2 = 1, tj. da
mora vrijediti 7, = £1. Ova tvrdnja nije egzaktno to¢na. Ono §to se dogada je da je u veéini zanimljivih teorija, poput
Standardnog modela, to tako iz razloga jer je paritet takav da je P? jednak nekom elementu iz U (1) grupa simetrija,
P? =exp(iy ;@jQ;), gdje su Q; sacuvani naboji povezani s U(1) simetrijama. U tom slu¢aju moZemo redefinirati
paritet na na¢in P’ = Pexp(—i}_; @;Q;/2) koji zadovoljava P’ 2 = 1. No obratite paznju da to ne mora biti tako.
Trivijalni kontraprimjer su teorije u kojima postoje Majorana fermioni za koje smo vidjeli da imaju paritet ny; = =+i.
Treba zapamtiti da simetrije postavljaju ogranicenja na faze u paritetu i nekim Cesticama mogu zabraniti neke nama
zgodne "ruéne" odabire, poput 7 = 41. Naravno, moZe se dogoditi da je P* za k > 2 jednako nekom elementu iz
U(1) simetrija. U tom slucaju redefinicijom pariteta moZemo dobiti da unutarnji pariteti svih Cestica zadovoljavaju
77712 =Lg. = V1.

Napomenimo samo da se spin 1 polje moZe u principu vezati na dva nacina na Diracovo polje, koja se na paritet
transformiraju na sljedeci nacin:

— P % —
(D A0) (%) 25 s (DAt —x)
— P % —
(W AY°D) (8, %) — =1 (YA P) (1, —%)
gdje smo ponovo koristili P2 = 1. Prva relacija nam kaZe da sauvanje pariteta u elektrodinamici fiksira paritet
fotona na ny = 7, = 1 pa je elektromagnetsko polje vektorsko polje, dok je paritet polja materije neodreden
pa ga, u odsustvu drugih medudjelovanja, mozemo postaviti na n, = 1 U (1) transformacijom. Zbog ovih zakona
transformacija, struja J ;Y = Yy*1) se naziva vektorska struja, dok se J ;14 = 1py*+>1) naziva aksijalna vektorska
struja. Treba uoditi da lagranZijanski ¢lan s aksijalnom vektorskom strujom lomi paritet ¢im je n4 # —1.
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4.14.3 CP simetrija

Transformacije se naravno mogu komponirati i ako su dvije transformacije simetrija, njihova kompozicija je takoder
simetrija. Koristeéi diskretne simetrije koje smo razmatrali u ovom odjeljku, od posebne zanimljivosti je kombinacija
C' P na koju se Cesti¢na stanja transformiraju kao:

m>0 CP|n,p,0) = np&n|nS, —p, o)

m=0 :  CP|n,p,0)=n,&[n" —p,—0)

Vidimo da C'P transformira Cesticu desnog heliciteta u antiCesticu lijevog heliciteta, i obratno, $to primjenjeno na
spinorna polja kaze da C'P djeluje tako da ¢;, — 91, i g — 1 g. Drugim rijecima:

[ CP je dobro definiran na Weylovim spin 1/2 poljima (i opCenito kiralnim poljima). ]

Pod dojmom uspjeha tadasnje fizike i intuitivne ideje da svaka prostorno-vremenska simetrija treba biti simetrija
prirodnih zakona, do sredine 20. stoljeca u fizici elementarnih Cestica smatralo se da je paritet simetrija prirodnih
zakona, i suprotna razmiSljanja su se smatrala gotovo kao neka vrsta "bogohuljenja". Razlog je naravno bio to $to je
takav stav bio naizgled u skladu s tadasnjim eksperimentima. No, oko 1950. godine pojavili su se eksperimenti koji su
dali neke "Cudne" rezultate, poznate pod nazivom "® — 7 zagonetka". 1956. Lee i Yang su uocili da, iako je postojala
jaka eksperimentalna potpora tvrdnji da je P simetrija u gravitacijskim, elektromagnetskim i jakim medudjelovanjima,
prijasnji eksperimenti uopCe nisu testirali paritet u slabim medudjelovanjima. Potom su pokazali da se zagonetka
moZe objasniti ako se postulira da je paritet jako naruSen u slabim medudjelovanjima i predlozili eksperimentalni
test svoje hipoteze.>> Kratko nakon toga Wu je vrlo elegantnim pokusom pokazala da su Lee i Yang bili u pravu.3¢
Ono §to su novi eksperimenti pokazivali, unutar to¢nosti mjerenja, je da je C' P simetrija unato¢ narusenju P. TadaSnje
opcCe razmisljanje se moze svesti na izjavu: "Pa da, kad smo mislili na P u stvari smo mislili na C'P. MoZemo i dalje
reci da je (nekakav) paritet simetrija." No, pravo iznenadenje je uslijedilo kad su 1964. Cronin i Fitsch eksperimentalno
pokazali da je C'P ipak slabo naruSen u slabim medudjelovanjima. Povijest naruSenja pariteta i C'P simetrije daje
jednu jako dobro lekciju o tome kako treba odbacivati predrasude, tj. tvrdnje koje nisu zasnovane na eksperimentu.

4.14.4 Vremenska inverzija

Vremenska inverzija (1) je diskretna prostorno-vremenska transfomacija koja spada u Lorentzovu grupu i definira se
kao

ot Ly e, v = (—2Y, %)

Vidimo da je, u smislu djelovanja na prostor-vrijeme, 7 = —P, no ova formalna sli¢nost je varljiva. Vremenska
inverzija radi izmjenu proslost <+ buduénost $to se ne moZe reprezentirati unitarnim operatorom na kvantnomeha-
nickom prostoru stanja. U stvari, kao $to smo to ve¢ spomenuli, vremenska inverzija se reprezentira antiunitarnim
operatorom 1'. Antiunitarni operator je ujedno antilinearan, $to znaci da kad "preskocCi" preko kompleksnog broja
automatski ga kompleksno konjugira, 7'z = 2*T'.

Obi¢nim rjecnikom receno, ukoliko su zakoni koji rukovode nekim sustavom simetri¢ni na vremensku inverziju,
tada moZemo reci:

Ako snimate sustav kamerom i potom nekom tko nije bio prisutan prikazete film prvo normalno, a onda una-
trag, on(a) nece moci zakljuciti koja projekcija je koja.

3Zanimljivo je da je Yang kao student Zelio postati eksperimentalni fizi¢ar i tako je poGeo svoje obrazovanje, no njegovu uspje§nost u tome
opisuje Sala kojom su ga sprdale njegove tadasnje kolege studenti: "Where there was a bang, there was Yang." Yang je preSao na teorijsku
fiziku i postao jedan od najznacajnijih teoreti¢ara svog vremena.

3Cak i nakon §to su rezultati eksperimenta procurili u javnost, tadasnji velikani Pauli i Landau su smatrali da to mora biti krivo jer: "Prostor
ne moZe biti asimetri¢an." (Landau).
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Djelovanje T inverzije na asimptotska stanja je dano u (4.2.8) za masivne Cestice i (4.2.10) za bezmasene Cestice.
Iz (4.2.8) slijedi da za masivne Cestice spina s vrijedi:

Tanpa T = Cn(_l)s_a aT ) |Cn| =1 (41433)

n—p—o

gdje se ¢, naziva T-paritet Cestice tipa n. Koristeci to i antilinearnost 7", dobijamo da se polje spina s transformira u
skladu s:

Pp(x) =T pn(x T = Z/ IE 2w e(p,a)*TanpgTT eip'f”+f(p’g)*TancpaTTT e—%’p%)
p

s—o d3p * * ip-x * T o—ipx
= Z(—l) m (Cn e(P,0)" an—p—o €T + Cne f(P,0)" ane—p—o' € )
o P

3
=G Z 1) / ;»f T (e(—p, —0)" anpo e~ P (TY) CC (=P, ~0)" aneps! €™ ”)(4 14.34)
P n

gdje smo u zadnjem redu napravili supstitucije p — —pio — —o, te potom iskoristili svojstvo 72 = 1 da prebacimo
T operaciju s p na x u eksponentima. Sad prelazimo na analizu po spinovima.
Spin 0

Posto su za spin 0 polje, ¢ (), tenzori polarizacije trivijalni, e = 1i f = 1,inemasume po o e = 11 f = 1, koristeci
istu logiku kao u sluc¢aju C' i P simetrija iz (4.14.34) moZemo zakljuciti da je

Cne =G, (4.14.35)

i da je zakon transformacije na vremensku inverziju dan s:
T
QO(t, X) — QOI(ta X) = C* 90<_t7 X)

Spin 1

Za spin 1 polje, A, (x), tenzori polarizacije su e = €,,, f = €7, za koje se moZe pokazati da vrijedi:

’LL7
(1)t (—p,—0)* = =T","(p,0)

Koriste¢i ovu relaciju u (4.14.34) istom logikom kao prije zaklju¢ujemo da mora vrijediti (4.14.35), te da je zakon
transformacije na vremensku inverziju dan s:

AR (t,x) —5 AW (£, %) = —C* TH, A¥(~t,x)
OCcito je da za sva realna bozonska polja nuzno mora vrijediti { = +1.

Spin 1/2

Tenzori polarizacije za spin 1/2 polje 1 (x) su nasi stari znanci spinori i v, e = u i f = v, za koje se moZze pokazati
da zadovoljavaju.

1

. ol .
(=) 2 u*(—p, —0) = imyzulp,o) . (=17 20*(—p,—0) = inyzv(p, o)

Primjenom ovim relacija u (4.14.34) istom logikom kao prije nije teSko pokazati nuzno vrijedi (4.14.35), i da je zakon
transformacije spin 1/2 polja na vremensku inverziju dan s:

D(t,x) — (8, %) = CF iy b(—t, x)
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Vidimo da Majorana polja moraju imati { = £1.
Iz gornjeg transformacijskog svojstva lako se pokaze:

(¥

”

tv ( )(—t,X)
(ipy°Y)(¢, —i(py°) (—t, x)

¥)(t,x)
)(t:x)
(" 9)(tx) — =T"y (%"w)(—tX)
)(t:x)
)(t:x)

lﬂ lﬂ lﬂ lﬂ

(ipy"y ) (¢, x —iTH, (Py"y° ) (—t, %)
(& ) (t,x) > THa TV 5 (4 0P9) (—t,x)

Lako se provjeri da je za sve spinove slobodni lagranZijan invarijantan na transformaciju vremenske inverzije, pa
je ova simetrija slobodnih teorija.

4.14.5 CPT teorem

Vidjeli smo da su C, P i T simetrije slobodnih relativistickih kvantnih teorija polja. lako se u prvoj polovici 20.
stolje¢a smatralo da su C', P i T simetrije fundamentalnih medudjelovanja, pokazalo se da to nije tako. Slaba medu-
djelovanja eksplicitno perturbativno (tj. na klasi¢noj lagranZijanskoj razini) lome sve ove tri simetrije za sebe, kao i
bilo koji produkt dvije od njih.>” No, sve ove teorije za sebe su simetriéne na kombiniranu C' PT" simetriju. Sad éemo
pokazati da tu nema nista ¢udno ni posebno, jer se mozZe pokazati da je C' PT simetrija u svim relativistickim kvant-
nim teorijama polja. Ova tvrdnja je poznata pod nazivom C' PT teorem, jer se uz neke skromne pretpostavke moze
egzaktno matematicki dokazati. Mi neemo raditi taj (vrlo zahtjevni) dokaz nego ¢emo se zadovoljiti jednostavnom
demonstracijom na spin 0, 1/2 i 1 poljima, koja se moZe generalizirati na polja proizvoljnog spina.

Demonstraciju ¢emo napraviti metodom "Ciste sile” — u teorijama s poljima spina 0, 1/2 i 1 razmotrit éemo
transformacijska pravila za sve elementarne gradivne blokove i pokazati da su svi prihvatljivi ¢lanovi za gradnju
lagranzijana, a to su oni koji su realni i skalari na prave Lorentzove transformacije, automatski i skalari na C' PT
transformacije Sto znaci da je akcija za proizvoljnu relativistiCku teoriju polja invarijantna na C' PT'.

Dakle, krenimo redom i razmotrimo prvo elementarna polja spina 0, 1 i 1/2. Komponiranjem transformacija koje
smo izveli pojedinacno, redom za 7', P pa C' na nacin

CPT
X —— X'=CPTX(CPT)! =CPTXT'P'C' = C[P(T XT")P'|CT

dobijamo:

o) = (o) ol(—a) ,  A@)=—(me)* Al(—2) . ¢(@)= ()" P*(—z)  (4.14.36)

Posto nas zanima netrivijalna situacija u kojoj je barem jedna od tri simetrije narusena (ako su sve simetrije onda je i
kompozicija simetrija pa je stvar trivijalna), moZemo slobodno odabrati faze za njen paritet tako da je

Canén =1 (sva polja)

za sva polja. U tom slu€¢aju moZemo zakljuciti da ée bilo koji tenzor koji formiramo od polja spina 0 i 1 i njihovih
derivacija zadovoljavati pravilo transformacije:

qb,/ul---,uk () =(-1)° ¢L1---,uk(_x) (4.14.37)

37U stvari kvantna kromodinamika kaZe da bi trebalo postojati narusenje P i C'P i u jakim medudjelovanjima, proporcionalno tzv. 8, kutu,
zbog postojanja topoloski netrivijalnih konfiguracija koje se zovu instantoni. Cinjenica da to naruSenje nije izmjereno, odnosno da eksperimenti
postavljaju granicu |65| < 10~ °, je poznata pod imenom "strong CP problem". "Problem" pod navodnicima zato jer se sastoji u tome da fizi¢ari
ne vole "bezrazloZno" malene brojeve, princip poznat pod nazivom prirodnost.
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Preostali gradivni elementi se sastoje od spinornih bilineara. Koristeci rezultate iz prethodnih odjeljaka lako se dobije
da je:

CPT
(W) (x) —— () (—=)!

CPT

(Y7 P) (x) —— (ipy P)(—=)!
CPT _

(") () —— —(Wy"y) ()
CPT _

iy y°Y) () —— —(iy"y°y) (—=)t

(§ o) (@)~ (Do i)(—a)!

Kljuéno je za uociti da kad se bilineari klasificiraju u skladu s Lorentz tenzorskim rangom, zakon transformacije je
identican onom u (4.14.37). Vidimo da svi Lorentz kovarijantni gradivni elementi (tenzori ranga k), se na C PT
transformiraju u skladu s (4.14.37). MozZe se pokazati da se ova tvrdnja generalizira na polja proizvoljnog spina.

Sad je lako dokazati teorem. Clanovi u lagranzijanskoj gustodi u relativistickim teorijama polja moraju biti skalari
na prave Lorentzove transformacije i mogu biti izgradeni samo mnoZenjem i kontrahiranjem svih indeksa osnovnih
gradivnih elemenata Ciji zakon transformacije je dan u (4.14.37). Posto indeksa u svakom produktu mora biti paran
broj, iz (4.14.37) slijedi:

L(x) —— L(—x) (4.14.38)
To znaci da za akciju vrijedi:
CPT
S = / d*zL(r) —— / d*zL(—z) = / dzL(x) =S (4.14.39)

Invarijantnost akcije garantira komutiranje hamiltonijana s C'PT'. Time smo dokazali C PT teorem:

CPT je simetrija u svim relativistiCkim kvantnim teorijama polja.

Fizikalne posljedice C PT teorema
C PT teorem vodi na neke izuzetno vazne, direktno mjerljive predikcije, koje su posljedica toga da djelovanje C' PT
prebacuje Cestice u anticestice u stanjima. Istaknimo sljedece:
o Cestice i anticestice imaju toéno jednaku masu — ovo je direktna posljedica komutativnosti C' P71 operatora
s hamiltonijanom, [CPT, H]| = 0.

o Cestice i anticestice imaju to¢no jednak iznos naboja (ali suprotan predznak) — slijedi iz {CPT,Q} =0
gdje je @ operator elektricnog naboja.

e Nestabilna Cestica ima toc¢no jednako vrijeme raspada kao i pripadna joj anticestica — dokaz ovog je nesto
malo zahtjevniji i neCemo ga raditi na satu.

e Cestice i antiCestice imaju to¢no jednak iznos magnetskog momenta

Cak i samo jedno eksperimentalno narusenje bilo koje od ovih tvrdnji bi bio dokaz da opis prirodnih zakona
putem relativisti¢kih kvantnih teorija polja nije dobar. Takvo naruSenje jo$ nije opaZeno. Na primjer, eksperimentalni
rezultati mjerenje relativnih razlika u iznosu mase, naboja i magnetskog momenta izmedu elektrona i pozitrona daju
sljedece rezultate:
|Qe— + Qet |

Ime- =mes| g qg0 0 M Fhed g qg-s 0 e 29l o500y 102
M- (& Ge—

Rezultat za magnetski moment je izraZen pomocu g-faktora, ¢ije kvantne korekcije ¢emo analizirati u odjeljku 5.7.
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4.15 Feynmanova pravila za polja proizvoljnog spina

4.15.1 Generalizacija formalizma

U poglavlju 3.8 izveli smo Feynmanova pravila za polja spina 0, koja smo u odjeljku 4.7 prosirili na situaciju u kojoj
postoji i bezmaseno polje spina 1. U ovom odjeljku ukratko éemo razmotriti generalizaciju na polja proizvoljnog
spina, s tim da ¢emo izvode tvrdnji i primjenu na neke sloZenije teorije, poput ne-Abelovih bazdarnih teorija polja,
ostaviti za naprednije kolegije.

Formule koje smo koristili u izvodu Feynmanovih pravila u odjeljku 3.8, koje uklju¢uju LSZ formulu (3.7.14),
Gell-Mann-Low formula i Wickov teorem, prirodno se generaliziraju na polja proizvoljnog spina. U slucaju fer-
mionskih polja radi o¢uvanja manifestne Lorentz kovarijantnosti Feymanovih pravila pokazuje se spretnim koristiti
polje 1) umjesto polja tT, §to treba imati u vidu pri ra¢unu propagatora (kao §to smo to napravili za Diracovo polje
u odjeljku 4.12.3) i u odredivanju doprinosa &vorova (u slu¢aju Diracovog polja 4° iz 7 se ne uklju¢uje u doprinos
¢vora). Takoder treba imati na umu da u definiciji vremenskog i normalnog uredenja svaki ¢lan ima faktor (—1)%, gdje
je P parnost permutacije fermionskih operatora u produktu. Ovi faktori dovode do dodatnih Feynmanovih pravila u
teorijama u kojima postoje fermionska polja.

4.15.2 Dodatna pravila za fermione — predznaci i petlje

Fermionska polja i pripadne linije daju dva dodatna Feynmanova pravila. Oba ova pravila su posljedica ¢injenice da u
T-uredenom produktu zamjena mjesta polja dovodi do promjene predznaka ako je permutacija neparna, npr. kao Sto
je to slucaj kod izmjene mjesta susjednih polja:

{9 (@)nly) -~ 3 = =T{ - u(y)s (@) - -}

Ovo dovodi do pojave nekih (—1) faktora koji ne postoje u bozonskim teorijama. U praksi se ovi ekstra faktori mogu
u vedini situacija opisati sljede¢im jednostavnim pravilima:

1. Dodati (relativni) (—1) faktor izmedu dijagrama koji se razlikuju za izmjenu dviju vanjskih linija koje
pripadaju identi¢nim fermionima.

2. Dodati (—1) faktor za svaku zatvorenu fermionsku liniju (tzv. petlju).

4.15.3 Bazdarna polja

U slucaju bazdarnih teorija polja postoje dodatne finese koje su posljedica Cinjenice da u ovakvim teorijama postoje
veze prvog reda.’® Ovdje neemo ulaziti u finese kvantizacije ovakvih teorija (za ovu svrhu je najspretnije koristiti
formalizam integracije po stazama), ve¢ ¢emo se zadovoljiti natuknicom da u slu€aju elektrodinamike u kovarijantnom
baZdarenju Feynmanova pravila vrijede najnormalnije - sve Sto treba je koristiti kovarijantni propagator za fotonsko
polje i sva pravila su standardna.

4.16 Yukawa teorija

Najjednostavniji netrivijalni primjer relativisticke kvantne teorije polja koji sadrzi fermione je Yukawa teorija, u
kojoj postoje dva fundamentalna polja, jedno Diracovo polje ¢)(x) mase M i jedno realno skalarno polje ¢(x) mase

m, 1 €iji lagranZijan je dan s
Ly = Lo — gy iy (4.16.1)

37a studente koji nisu upoznati s teorijom sustava u kanonskom formalizmu sustava s vezama, napomenimo samo da su veze drugog reda
one koje se, bar u principu, mogu rijesiti redefinicijom kanonskih varijabli (generaliziranih koordinata i impulsa). Veze prvog reda su one u
kojima to nije moguce. MoZe se pokazati da su veze prvog reda uvijek povezane s bazdarnim simetrijama. Primjer teorije polja s vezama prvog
reda je elektrodinamika, gdje smo ih rijesili nametanjem baZdarnog uvjeta.
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Ly je slobodni lagranZijan za polja ¢ i ¢,
1 2 m2 2 T
Lo =5(09)" = 9"+ D (id — M) (4.16.2)

dok je gy konstanta vezanja. Obratite paznju da medudjelovanje posjeduje simetriju na paritet ukoliko je polje ¢
skalar. U slu¢aju da smo umjesto 12 stavili 1> isto bi vrijedilo ako bi ¢ bio pseudoskalar.

U Standardnom modelu fizike elementarnih Cestica svi elementarni fermioni (kvarkovi i leptoni) se vezu na Hig-
gsovo polje putem Yukawa medudjelovanja.

4.16.1 Feynmanova pravila za Yukawa teoriju

1z (4.16.1) 1 (4.16.2) moZemo oditati Feynmanova pravila:

Propagatori:
" . p l i(p+ M)y
—p——9o = —_—
J P2 — M2+ ie
p 1
*~—-————-—--- ° = e
w0 p? —m? +ie
Cvorovi:

J 4>_\ = —1gy 0y;

l
Vanjske linije (on-shell):
v . H .
ulazna Cestica v : PO ——p———eoj = uj(p, o)
v . n H .
ulazna anticestica 1) : 0 ——a—0 ) = U (p, o)
. v . . —>
izlazna Cestica ¢ : ) &——»—— P,0 = u;(p, o)
. v . i . H
izlazna antiCestica ¢ : ) &—— P, 0 = Vj (p,0)
ulazni i izlazni skalar ¢ : - -—————-—--- = 1

Napomene:
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e U ¢vorovima se sumira po spinornim (j, [, . . .) indeksima.

e Fermionska linija ne moZe nestati usred dijagrama niti se moZe razgranati. Strelice na liniji imaju konzistentan
smjer. To znaci da postoje samo dvije vrste linija: otvorene i zatvorene (petlje). Za petlje postoji jedno dodatno
pravilo koje éemo izrec¢i malo kasnije.

e U racunanju doprinosa neke fermionske linije u Feynmanovom dijagramu spretno je krenuti od kraja linije i i¢i
prema pocetku, znaci suprotno od smjera strelice — doprinos linije se dobije matricnim mnoZenjem spinornih
objekata s lijeva na desno. Ukoliko se radi o petlji (koja nema ni pocetak ni kraj), moze se krenuti od pro-
izvoljnog ¢vora i napraviti puni krug, iz ¢ega slijedi da se u doprinosu svake petlje prirodno pojavljuje trag po
spinornim indeksima.

4.16.2 Proces: elasticno rasprsenje dva fermiona (¢ + 1) — 1 + 1))

Kao primjer procesa u Yukawa teoriji razmotrimo elesti¢no rasprSenje dva fermiona u drvastoj aproksimaciji.

P1,01 pﬂaai P1,01 p’1,0/1 P1,01 p’p"i
! / / ! 4
= Rl TR py—p1 1) + O(gy)

P2, phooh D202 phoy P22 Ph,
iM - iM, + iM, + Ol(gy)

Primjena Feynmanovih pravila, ukljucujuéi i dodatno pravilo za fermione koje daje relativni minus predznak
izmedu dva dijagrama, daje:

M=—g2 (Wur) (Wyue)  (@ywr) (Wjus) 4.163)

Py —p1)? =m*  (py —p1)*> —m?

gdje smo koristili kratice u1 = u(p1,01), uy = (p}, 0}), u2 = u(p2, 02) i uh = (pl, ob).

Zadatak 4.16.1: Izracunajte diferencijalni udarni presjek za nepolarizirano elasti¢no rasprSenje dva fermiona u Yu-
kawa teoriji (nepolarizirano rasprSenje znaci da usrednjavamo po ulaznim spinovima i sumiramo po izlaznim spino-
vima.). Razmotrite UV limes (Fcy > m, M) i potom izraCunajte totalni udarni presjek. (Naputak: U racunu za
3" | M|?, gdje se sumira po svim ulaznim i izlaznim spinovima, koristite relacije (4.11.20).)

4.16.3 Yukawa potencijal

U odjeljku 3.6.4 pokazali smo da iz nerelativistickog limesa invarijantne amplitude za elasti¢no rasprsenje dvije Cestice
u CM sustavu moZemo izracunati klasi¢nu potencijalnu energiju medudjelovanja. Primjenimo to sada na amplitudu
rasprSenja dva fermiona u Yukawa teoriji (4.16.3).

U nerelativistickom limesu u CM sustavu vrijedi

p1 =~ (M7p) ) P2 = (M7 _p) ) pll ~ (Map/) ) pl2 ~ (M7 _p,)
gdje su korekcije reda velicine p/m2. 1z toga slijedi

Pi—m)P~-pLl—-p =-k* ., (h—-p)?~—|ph—pi?
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gdje smo uveli k = p| — p1. 1z (4.16.3) slijedi da nam trebamo izvrijedniti (@u;), j = 1,2. U nerelativistickom
limesu moZemo uzeti u(p, o) = u(0, o), pa iz (4.11.18), slijedi

(@ju1) = a(ph, o1)u(p1, 02) = 2M 85,01

i analogan rezultat za (@usg). Uvrtavanje gornjih izraza u (4.16.3) daje

4M?

M~rgh———
gY|k|2—|—m2

5010’1 50205 - (1/ AN 2/)

Usporedbom gornjeg izraza s (3.6.27) vidimo da trebamo uzeti samo prvi ¢lan i ubaciti ga u formulu (3.6.29). Rezultat

Jje

- %
V)= e e

Potencijalna energija u x-prostoru je Fourierov transformat gornjeg izraza:

d3k . ) 92 7 eikr _ e—ikr ig2 3 keikr
V(x)= [ s Vik)e®* = 22 [ dk i = =X /dk
(x) / o Ve A2 (ikr) (k2 +m?2)  4n2r k2 + m?
0

—0o0

Integral se jednostavno izraCuna metodom reziduuma, tako da se k& produlji u kompleksnu ravninu, potom zatvori
kontura po beskonacnoj polukruznici odozgo (tj. u gornjoj poluravnini), te uoci da se polovi podintegralne funkcije
nalaze u k = +im. Posto se samo pol k = im nalazi unutar konture, teorem o reziduumima nam daje konacni rezultat

2 _—mr
gy €

Vir) = —2¥ 4.16.4
()= -2 (“164)

koji se naziva Yukawa potencijalna energija.

Par napomena:
1. Sjetite se da se Yukawa potencijal, dan s
q efmr
d(r) = — 4.16.5

(=== (4165)

prvi put pojavio u jednadzbi (2.6.18) kao klasi¢no rjeSenje Klein-Gordonovog polja vezanog za stati¢ni toCkasti
izvor naboja ¢. To, naravno, nije nikakvo iznenadenje ako uofimo da je medudjelovanje u Yukawa teoriji
posredovano realnim skalarnim poljem i da najniZi red u Feynmanovom razvoju daje klasi¢nu potencijalnu
energiju, koja je pak jednaka (naboj) x (potencijal). PoSto je jednadzba gibanja za polje ¢ koja slijedi iz
Yukawa lagranZijana (4.16.1) dana s

O+mPp=35 , j=—-gyi¥

vidimo da —gy ujedno igra ulogu "naboja". Predznak u izrazu za V' (r), koji odreduje da li je sila privlacna ili
odbojna, je odreden detaljima teorije (posebno izrazom za struju j(z)).

. Uodite da je Yukawa sila izmedu dva fermiona privlaéna i da to ne ovisi o predznaku od gy . MoZe se pokazati

da je sila izmedu fermiona i antifermiona takoder privlacna, Sto je suprotno od ponaSanja Coulombovog
zakona u elektrodinamici.

. Posto smo koristili najnizi red u Feynmanovom racunu, rezultat za potencijalnu energiju je klasi¢an. Ovaj

rezultat ima kvantne korekcije koje dolaze od dijagrama s petljama na unutarnjoj skalarnoj liniji. Dijagram koji
doprinosi potencijalnoj energiji u sljedeem redu u 4 je
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2 2/

i krizani dijagram koji se dobije zamjenom 1’ <+ 2. Posto ovaj dijagram daje doprinos s faktorom gé, Citatelj
se moZda pita zaSto nismo onda uzeli u obzir i sljedeéi dijagram

| |
7 : | 7
| |

koji takoder daje doprinos M s faktorom g%,? Stvar je u tome da ovaj dijagram odgovara sljede¢em redu u
Bornovom razvoju (perturbativni razvoj u nerelativistickoj kvantnoj mehanici po jakosti vezanja), koji je kva-
drati¢an u V' (x), pa stoga ne doprinosi potencijalnoj energiji. Bornov perturbativni razvoj, graficki prikazan,
je razvoj po "preckama", gdje svaka precka daje faktor V' (k;). Za razliku od toga, prethodni dijagram s fermion-
skom petljom ima samo jednu "precku" je korekcija kvantne teorije polja unutar najnizeg Bornovog doprinosa u
kvatnoj mehanici, pa doprinosi potencijalnoj energiji (kvantno-korigirana potencijalna energija). Poanta je da u
svakom redu Bornove aproksimacije postoji beskonaéno mnogo pripadnih Feynmanovih dijagrama s petljama
koji vode na razvoj u h. Posto jo§ nismo naucili kako racunati Feynmanove dijagrame s petljama, kasnije éemo,
na primjeru spinorne elektrodinamike, pokazati kako se raunaju kvantne korekcije potencijalne energije (vidi
odjeljak 5.5.3).

4.17 Spinorna kvantna elektrodinamika

Obicno se pod kvantnom elektrodinamikom (eng. QED) podrazumijeva klasa teorija u kojoj postoji odredeni broj
Diracovih polja ¢, () ("materija") koja su minimalno vezana na realno bezmaseno spin 1 polje A, (x) ("elektromag-
netsko polje") ¢iju pripadnu €esticu ¢emo zvati foton i oznacavati s y. U smislu praktiéne primjene to je najvaznija
vrsta kvantnih teorija polja. Lagranzijan je dan s

1 -
LqEp = _ZFM/FWI + an (le - mn) (O
n
gdje su

Duwn = u'¢’n - iQnAu¢n > F,uz/ = a,uAu - 81/A;L

i gdje je g, "elektri¢ni naboj" kojeg nosi polje 1,,. LagranZijan moZemo raspisati u slobodni i interakcijski dio na
standardni nacin

Loep = Lo + Lint

gdje su
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EOZ_EF;U/F“ +zn:¢n (Za_mn) (N
Ling = Au Z Qnd;n')ﬂu"pn

Vrlo Cesto se naziv QED koristi u uZzem smislu za teoriju u kojoj postoji samo jedno Diracovo polje. Pripadnu
Cesticu ¢emo nazivati "elektron" i oznacavati s e~, a pripadnu antiesticu "pozitron" (ili antielektron) i oznacavati
s eT. U situacijama kada uistinu mislimo na fizikalni elektron neéemo pisati navodnike i podrazumijevat éemo da
je naboj ¢ = —e gdje je e = 1.60217657 x 10719 C u SI sustavu jedinica. Za proucavanje najvaznijih teorijskih
svojstava QED dovoljno je razmotriti ovu uzu teoriju.

4.17.1 Feynmanova pravila za spinornu kvantnu elektrodinamiku

Imamo sve sastojke za napisati osnovne gradivne elemente u QED za Feynmanov racun, koje ¢emo odmah napisati u
p-prostoru. Kao i prije, izrazi za vanjske noge se odnose na racun za invarijantnu amplitudu M (on-shell dijagrami),
dok se u racunu off-shell dijagrama u kojima vanjske linije nisu na ljusci mase, p? #* m?, za vanjske linije koriste
propagatori (primjeri su racunanje korelacijskih funkcija ili poddijagrama).

Propagatori:
. p - ’l(]) = m)lj
€ J ! - p2 —m?2 + e
p i My
[ a VU VWUV B/ — _

7 s p? +ie

Cvorovi:
J 1% = iqe(Y")1;

Vanjske linije (on-shell linije s p?> = m?, kao u M):
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ulazna Cestica e™ : P,0 ———————o ) = Uj (p,o)
v . + H . —
ulazna antiCestica e : p,0 —a—0 ) = U (p, 0)
. —
ulazni foton y : k,o ~~o~or~~n~re it = eh(k)
o N o — o —> —
izlazna Cestica e~ : ) e——»—— D,0 = u;(p, o)
. v . + . _>
izlazna antiCestica e™ : ) & —=a4— P,0 — Vj (p,0)
. . — *
izlazni foton v : P e~AA~A~A~~~ ko = el(k)

Napomene:

Pravila za fotonsko polje smo napisali u Feynmanovom bazdarenju.

Ukoliko postoji vise Diracovih polja, svako ima svoj pridruZene linije, propagator i ¢vor. Treba samo paziti da
se svakom polju/Cestici pridruZi ispravna masa m,, i naboj gy,

Dvije fermionske linije u ¢voru uvijek pripadaju istom polju/Cestici (ne moZe u ¢vor uéi mionska a izaéi elek-
tronska linija).

U ¢vorovima se sumira po spinornim (7, 1, . . .) i prostorno-vremenskim (, v, . . .) indeksima.

Fermionska linija ne moZe nestati usred dijagrama niti se moZe razgranati. Strelice na liniji imaju konzistentan
smjer. To znaci da postoje samo dvije vrste linija: otvorene i zatvorene (petlje). Za petlje postoji jedno dodatno
pravilo koje ¢emo izrec¢i malo kasnije.

U racunanju doprinosa neke fermionske linije u Feynmanovom dijagramu spretno je krenuti od kraja linije i i¢i
prema pocetku, znaci suprotno od smjera strelice — doprinos linije se dobije matricnim mnoZenjem spinornih
objekata s lijeva na desno. Ukoliko se radi o petlji (koja nema ni pocetak ni kraj), mozZe se krenuti od pro-
izvoljnog ¢vora i napraviti puni krug, iz ¢ega slijedi da se u doprinosu svake petlje prirodno pojavljuje trag po
spinornim indeksima.

4.18 Primjeri procesa u spinornoj kvantnoj elektrodinamici

Razmotrimo sada neke najosnovnije procese tipa 2 — 2 u okviru spinorne kvantne elektrodinamike koje racunamo u
najnizem redu, tj. u drvastoj aproksimaciji.

4181 e +em = pu +put

Za pocetak razmotrimo anihilacijski proces tipa 2 — 2 u kojem par Cestica-antiCestica prelazi u par Cestica-anticestica,
s tim da su Cestice u izlaznom stanju razli¢ite od onih u ulaznom. Ovaj proces ukljucuje najmanji broj Feynmanovih
dijagrama u drvastoj aproksimaciji (samo jedan).

€+,p2,82 lu+7p/278/2 b2, 52 pl275/2

= Iz v +  O(eh)

- — o S /o
€ ,P1,S51 mo5P1, 81 b1, 51 Py, 81
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Za navedene Cestice naboj u ¢vorovima je g = ¢, = —e. Takoder je oCito da vrijedi &k = p1 + p2 = p| + ph.
Invarijantna amplituda se moZe napisati kao:

M = Mygee + 0(64)

gdje je drvasti doprinos dan prikazanim dijagramom koji je s-tipa. Primjena Feynmanovih pravila daje:

. . _ _”7 v o
iMiree = (26)2(1)27#“1) kZM (ull7yvé)

gdje smo koristili skracene oznake za spinore, u1 = u(p1, s1) i sli¢no za druge. Sredivanje daje
e u — /
Miree = 5 (D2 ur) (w7 y,v5) (4.18.1)

gdje je s = k% Mandelstamova varijabla. Pogto Zelimo izraunati | Mgee|? = MgeeMiree treba nam relacija

(P2yuth1)* = Vividvs = @17uv2) (4.18.2)

koja vrijedi za bilo koja dva Diracova spinora ¢ije komponente poprimaju vrijednosti u C. U izvodu smo koristili

Y =101 7)70 = 707, Primjenom (4.18.2) u (4.18.1) dobijamo

2
e” _
Mt*ree = ; (ul’yuUQ)(Ué’YMull)

paje

4
e y B
| Miee|* = 2 (a1y"v2) (Tgyuul ) (Do ur ) (W17, v5) (4.18.3)

|/\/l|2 = |/\/ltree|2 + 0(66)

Nepolarizirano rasprSenje

Razmotrimo sada potpuno nepolarizirani proces. Pod ovim podrazumijevamo situaciju u kojoj su (i) upadne Cestice
nepolarizirane, tj. upadno stanje je statisticka mjeSavina (ansambl) dviju nezavisnih okomitih polarizacija s istom
teZinom, (ii) ne zanima nas polarizacija izlaznih Cestica pa sumiramo po njima. Matematickim rje¢nikom, moramo
sumirati po polarizacijskim stanjima izlaznih Cestica i usrednjiti po polarizacijskim stanjima upadnih Cestica:

M2 = 2i2ZZZZWF (4.18.4)

51 s2 s

Primjena identiteta (4.11.20) daje

DO (wy v2) (027 ) = tr(vH(p, — me)y (P, + me)) = tr(y* P,y p,) — m2 tr(344")

S1 S92
= 4(phpY + php! — " (p1 - p2)) — 4mZ "

Na isti nacin dobije se

DO @iy oh) (@ uh) = A(ph Y + ph ph " — ™ () - ph)) — 4ml

/ !
51 S
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U gornjim relacijama . je masa elektrona a m,, masa miona i koristili smo pt = p3 = mg i p|® = ph*> = m2.

Uvrstavanjem ovih izraza i (4.18.3) u (4.18.4) nakon sredivanja dobijamo
— 8¢
| Miree|? = = [(p1 - P1)(p2 - ) + (1 - P5) (P2 - ) + mZ (P - ) + mi(p1 - p2) + 2m? m]

Na ovom mjestu spretno je uvesti Mandelstamove varijable:
s = (p1+p2)? = (P} +p5)* = 2mZ +2(p1 - p2) = 2m, + 2(p} - Ph)
t=(p1—p1)* = (p2 = po)* = m¢ + my, — 2(py - ) = mZ +mj; — 2(p2 - p))
u=(p1—ph)* = (p2 — p1)° ;
Uocimo da je (p1 - py) = (p2 - ph) 1 (p1 - py) = (p2 - p}). Uvrstavanje i sredivanje daje:

=mZ+m —2(p1-p’2):mz+mi—2(p2-p’1)

— 2¢*
[(Miueel? = =5 [£* + 0 + ds(me + mj) — 2(m¢ +my.)?] (4.18.5)

Diferencijalni udarni presjek za nepolarizirano rasprsenje

Razmotrimo rasprsenje iz sustava centra masa. U tom slucaju moZemo koristiti relaciju (3.6.21) koja glasi

do p'| Myl 5
) L RIL gpa — 2 418.6
<dQ>CM p| 6472 2, (Bom = 2my,) ( )

gdje je
pP=pi=-pP2 , P=pi=-py , Ecum=2FE , E=/p*+m?=,/p?+m?
Iz tih relacija slijedi da u sustavu centra masa vrijedi
s =4F% = B2\,
t =m? +mu 2(E?—p-p)
u=m; +my —2(E*+p-p)
UvrStavanje toga i (4.18.5) u (4.18.6) daje

do o? Ip'| 2.2 2 2/, 2 2 3
— = e 1[4 0+ F
(dQ>CM 16 50 [p] [ + p°p'“cos” 0+ E(m; + mu)] +0(a2)

gdje je 0 kut izmedu p i p’, $to znadi da je p - p’ = |p’||p| cos 6.
Posto je m./m,, ~ 1/200, $to je manje od konstante fine strukture ., u okviru preciznosti drvaste aproksimacije
(naniZi red u o, ~ 1/137) mozemo staviti m, = 0. U toj aproksimaciji gornji izraz postaje

do o? m2 m? m? )
— ~ 1— 1+ — 1-—+ 0
(dQ)CM 16 E2 ol R B2 | 008
U prakti¢nim primjenama Cesto nas zanima ultrarelativisticki (UV) limes u kojem je m, < E. U tom sluCaju
gornji izraz postaje

do a2
— ~ 1 0
<dQ)CM 162 (L eos o)

U UV limesu moZemo egzaktno izracunati totalni udarni presjek:

do a2 1 27 2
= (o) ol ~ e 1 2 _ = 7@
oM /d (dQ)CM 4 B2 /—1 dull + ) 0 0= 3 E?

gdje smo uveli supstituciju u = cos 6 i upotrijebili integral

/_11 du(l + u?) = <u+ 1;3)
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4.18.2 ¢ +pt — e~ + p' (Rutherfordovo rasprsenje)
Vidjeti u Schwartzovoj knjizi, odjeljak 13.4.

4183 e~ + v — e + v (Comptonovo rasprsenje)
Vidjeti u Schwartzovoj knjizi, odjeljak 13.5.

Zadatak 4.17.1: Za proces e~ e~ — e~ e~ (Mgllerovo rasprSenje) ponovite analizu koju smo napravili u slucaju
e~ et — pu~ ' rasprienja. (Uodite da sad postoji vise od jednog dijagrama.)

Zadatak 4.17.2: Za proces anihilacije para e~ e™ — 7~ ponovite analizu koju smo napravili za slucaj e~ et —
u~ 't rasprienja. Takoder razmotrite slu¢aj u kojem su elektron i pozitron niskoenergetski, Ecy ~ 2m.. Coulom-
bovo medudjelovanje izmedu e~ i e™ ukazuje da bi mogla postojati vezana stanja, sli¢na onima u atomu vodika (samo
Sto umjesto protona imamo pozitron), koje se naziva pozitronij. Za razliku od atoma vodika Cije najniZe stanje je sta-
bilno, uslijed procesa anihilacija para pozitronij je nestabilno vezano stanje. Uz pretpostavku da je vrijeme Zivota
pozitronija dovoljno veliko da ga se moZe priblizno tretirati kao spororaspadajuce stanje, izracunaj vrijeme Zivota po-
zitronija ovisno o ukupnom angularnom momentu sustava (singlet naprama triplet). Iz dobijenog rezultata diskutiraj
da li je aproksimacija sporog raspada zadovoljavajuca, tj. da li je dobijeni rezultat za vrijeme raspada smislen.
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Poglavlje 5

Osnove teorije renormalizacije

5.1 Uvodne napomene

U razmatranjima Feynmanovog racuna u dosadasnjem dijelu kolegija racunali smo samo drvaste dijagrame, $to je u
stvari “klasi¢an” doprinos najniZeg reda u /. Prava kvantna fizika u Feynmanovom racunu je sadrZana u dijagra-
mima s petljama i to je ono ¢ime ¢emo se baviti od sad do kraja kolegija.

Postoje dva dijela ove “price”, koja se Cesto pakiraju zajedno no u stvari nisu nuzZno povezana:

(Re)normalizacija

Nakon dodavanja medudjelovanja, parametri u akciji prestaju imati isto fizikalno znacenje koje su imali u teoriji
slobodnih polja. Da bi razumijeli ovo, razmotrimo primjer ¢? teorije u kojoj postoji jedno realno skalarno polje s
lagranZijanom:

1 5 m?

L= 5(‘9”90) 9

U slobodnoj teoriji (kad je g = 0) parametar m ima fizikalno znacenje mase Cestice koja se pojavljuje kao pobudenje
u kvantiziranoj teoriji. Fizikalna masa je dana relacijom za 4-impuls fizikalne estice p?> = m?. U kvantiziranoj teoriji
masa odreduje pol u propagatoru polja u p-prostoru. To se jasno vidi u propagatoru slobodne teorije koji glasi

2, 9 3
80‘1‘590

1
P —m? T e G-1D

i gdje je ocito da se pol nalazi u p> = m?. LSZ formula nam kaZe da se ta uloga fizikalne mase ne mijenja u

interagirajucoj teoriji, tj. da je pol propagatora ponovo odreden masom na isti nacin. No, uslijed postojanja interakcija
propagator vise nije isti kao u slobodnoj teoriji. Koriste¢i Feynmanove dijagrame mozZemo ga prikazati kao:

+ D + O(g")

gdje prvi ¢lan (linija) daje (5.1.1). S obzirom na doprinos ostalih Feynmanovih dijagrama, ne postoji nikakav raz-
log zasto bi propagator u interagirajucoj teoriji morao imati pol na istom mjestu kao propagator u slobodnoj teoriji.!

"Postoje situacije u kojima simetrije mogu diktirati da kvantni doprinosi na korekciju mase i$¢ezavaju, kao §to je to slu¢aj mase fotona u
elektrodinamici. No, to su izuzetne, a ne genericke situacije.
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Stoga opéenito o¢ekujemo da se pol nalazi u p? = mﬁz, gdje je mg, # m. U tom slucaju, masa Cestice u intera-
girajucoj teoriji nije m nego my. Vidimo kako se znaCenje parametra u lagranZijanu () mijenja kako mijenjamo
medudjelovanje. Isto ocekujemo da vrijedi i za ostale parametre u lagranZijanu (mase, konstante vezanja i konstante
normalizacije polja). U tom smislu parametre u lagranZijanu (m, g u gornjem primjeru) i polja (@) ¢emo zvati goli
parametri, a parametre i polja koji imaju jasno fizikalno znaCenje ¢emo zvati renormalizirani parametri i polja i
obicno ih oznacavati s indeksom R, npr. mp, gr, @r 1 sl. Goli parametri se Cesto oznacavaju indeksom B (eng. bare),
npr. mpg, gg, ¢p sl

Regularizacija

Pokazuje se da dijagrami koji sadrZe petlje pojedinac¢no Cesto daju beskonaé¢ne doprinose ako pretpostavimo da
su goli parametri i polja konacni. Divergencije koje nas ovdje zanimaju su one koje dolaze iz podrucja integracije po
neograni¢eno velikim impulsima (UV divergencije).? Npr. razmotrimo doprinos drugog dijagrama u gornjem razvoju
za propagator (izostavljam faktore koji pripadaju vanjskim linijama jer su konac¢ni):

2/ d*k 1 1
T ] @rf k2 —m2+ic (p— k)2 —m?2 +ic

Ovaj integral ocito divergira u ultraljubicastom (UV) podrudju integracije kad £ — oo, jer u podrucju k* > p* i
k? > m? dijagram daje doprinos proporcionalan

> 1 * dk o0
~g2/ dk:k3k4292/ ?:g2lnk — 00

Takoder se pokazuje da se divergencije ne pokrate kad zbrojimo doprinose svih dijagrama u danom redu. Ove besko-
nacnosti se pojavljuju u fizikalnim veli¢inama kao $to su udarni presjeci, koje su po definiciji mjerljive i konacne i ako
Zelimo da kvantne teorije polja imaju ikakvu fizikalnu primjenu moramo naci nacin kako se rijesiti beskonacnosti.

No, prije toga logi¢no je zapitati se odakle dolaze ovakve UV beskonacnosti? U stvari, jedan moguéi uzrok
je jasan. Vidjeli smo da su mjerljive veli¢ine u teorijama polja (poput energije, impulsa, naboja, interakcijskog
lagranZijana i dr.) definirane kao umnosci dvaju ili viSe elementarnih polja u istoj tocki prostor-vremena. U klasi¢noj
teoriji, gdje su polja najobicnije funkcije koje poprimaju vrijednosti u R ili C, ovi umnosci su dobro definirani. No,
u kvantnoj teoriji polja su operatorske distribucije i njihov umnoZzak u istoj tocki prostora nije matematicki dobro
definiran iz istog razloga zbog kojeg umnoZak dvije Diracove J-funkcije u istoj tocki, (6(z))?, nije dobro definiran.?
Ukoliko napravite Fourierov transformat u p-prostor, vidi se da rezim malih udaljenosti odgovara rezimu velikog
4-impulsa, tj. (x — y) — 0 odgovara limesu p — oo.

Kao $to ¢emo detaljno elaborirati, rjeSenje se nalazi kombiniranjem potrebe za renormalizacijom, tako da se
beskonacnosti “utrpaju” u gole parametre (odnosno, postoje beskonacnosti u golim parametrima koje se krate, do na
konacni dio, s beskonac¢nostima koje proizvode petlje u dijagramima). Ideja je da se za parametre teorije odaberu
direktno mjerljive (“renormalizirane”) veliCine i potom se sve druge fizikalne veli¢ine napiSu kao njihove funkcije,
odnosno

[ Mjerljive veli¢ine su konacne i u principu izracunljive funkcije drugih mjerljivih veli¢ina. ]

Ukoliko je minimalni broj tih renormaliziranih parametara konacan, za teoriju se kaze da je renormalizabilna i
u tom slucaju je kvantizirana renormalizirana teorija na isti nacin prediktabilna kao §to je to u klasi¢nom reZimu (u
smislu da se svaka fizikalna veli¢ina koju izra¢unamo u teoriji moze napisati kao funkcija fiksnog kona¢nog skupa
parametara).

Ukoliko je potrebno definirati beskonacno renormaliziranih parametara, za teoriju kaZzemo da je nerenormali-
zabilna. Takve teorije ne posjeduju prediktabilnost u standardnom smislu jer posjeduju beskonacnodimenzionalan

U bezmasenim teorijama postoje jos i divergencije koje dolaze od integracije po beskona¢no malim impulsima (IR divergencije). One
imaju sasvim drugo znacenje i rjeSavaju se na sasvim drugi nacin.
3Diracova funkcija nije funkcija nego distribucija, tj. definirana je samo putem integrala po nekoj glatkoj testnoj funkciji f(z),

[ dz f(z) é(z).
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parametarski prostor, dok je broj svih mjerenja koje smo u povijesti napravili uvijek samo konacan. No, ako se
ograni¢imo na niskonenergetski (IR) rezim, tj. radimo perturbativni razvoj po 1/FE (gdje je E energetska skala u
procesu), moZe se pokazati da samo konacan broj parametara postaje relevantan i u tom rezimu nerenormalizabilne
teorije postaju prediktabilne. Nerenormalizabilne teorije mogu se koristiti kao IR efektivne teorije polja, tj. kao
opis fizike na energijama puno niZim od neke masene skale M., £ < M,. Ovaj na¢in razmiSljanja se pokazao vrlo
koristan, kako u fizici elementarnih Cestica, tako i u fizici ¢vstog stanja (koja je po definiciji efektivni niskoenergetski
opis stanja materije).

Da zaklju¢imo: U samoj renormalizaciji nema nista misteriozno, s teorijskog stanovista ona je potpuno ocekivana.
No, ¢injenica da racun proizvodi beskonacnosti koje se moraju regularizirati koriStenjem “beskonacne” renormaliza-
cije na “prljav”’ nacin (sa ¢isto matematickog gledista) nije ni ocekivano ni Zeljeno svojstvo. Medu ekspertima postoje
dva pogleda na pojavu beskonacnosti u kvantnim teorijama polja:

1. Beskonacnosti sugeriraju da teorije polja nisu dobar opis prirode na visokim energijama (odnosno, malim uda-
ljenostima). Po tom shvacanju, kvantne teorije polja, ukljucujuéi i Standardni model fizike Cestica, su IR
efektivne teorije. Argument u korist ove tvrdnje je da postoje problemi u opisu gravitacije koja, barem naivno,
izgleda kao da je nerenormalizabilna teorija u kojoj je fundamentalna masena skala Planckova masa Mp. Po
ovom pogledu, potpuno novu fiziku treba ocekivati na energetskim skalama £ 2> Mp. Trenutno najpopularniji
kandidat za opis ove nove fizike je teorija struna.

2. Jos uvijek ne posjedujemo dovoljno dobro matematicko razumijevanje kvantne teorije polja. Beskonacnosti
se pojavljuju jer Feynmanov razvoj nije dobro definiran matematicki razvoj. Jednom kad naucimo ispravno,
tj. matematicki korektno, raditi raune u kvantnim teorijama polja, beskonacnosti se nece pojavljivati. U zad-
nje vrijeme se dogada neka vrsta “revivala” ovog pogleda, nakon vise desetljeca u kojima je u velikoj mjeri
dominirao pogled (1).

5.2 Casimirov efekt

U stvari, mi smo se ve¢ susreli s beskona¢nostima i to u kvantnoj teoriji slobodnih polja prilikom racuna energije
vakuuma, koja je formalno beskonacna. Ta beskonacnost se pojavila kao posljedica mnoZenja polja u istoj tocki
prostor-vremena u izrazu za gustoéu energije i vidjeli smo da se moZe “ubiti” definiranjem normalno uredenog pro-
dukta operatora stvaranja i poniStenja. U stvari, to se moZe shvatiti kao specifi¢na tehnika regularizacije beskonacnosti
koja vodi na potpuno odbacivanje kvantne energije vakuuma kao necega §to se ne moZe mjeriti (ako zanemarimo gra-
vitaciju). No, ve¢ tada smo napomenuli da postoje okolnosti kad se vakuum (stanje najniZe energije) moZe mijenjati,
a pripadna promjena energije vakuuma je u principu mjerljiva. To nas vodi na to da moramo ponovo razmotriti ovo
pitanje i vidjeti kako ispravno renormalizirati kvantnu energiju vakuuma. Sad ¢emo detaljnije razmotriti ovo pitanje
na primjeru fenomena koji se naziva Casimirov efekt.

5.2.1 Energija vakuuma u “kutiji”

Prisjetimo se da slobodna relativisticka kvantna polja daju sljedeci doprinos energiji vakuuma

_1\Fgpr) " _ L a1 d—1 D) 3 | 1 zafermione
o,r
gdje suma po r pobrojava razliCite Cestice (ukljucujuéi i antiCestice) a o njihova spinska stanja, dok je d dimenzija
prostor-vremena. Vidjeli smo da se ovaj izraz moZe djelomic¢no regulirati tako da se sustav stavi u beskonacnu pros-
tornu kutiju volumena V' = L' (gdje se na koncu ra¢una uzme L. — oo) koja dopusta samo modove odredenih

frekvencija. U tom slucaju izraz za energiju postaje (3.2.42)

By =33 Veh v m
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gdje impuls p moze poprimiti samo diskretne vrijednosti na reSetki u prostoru, ¢ije tocke smo oznacili s n. U slucaju
kutije koja namece da polja iS€ezavaju na stijenkama valni vektori su ograniceni na

d—1
T L
p:ZE n; x’ , n; €%
=1

Radi jednostavnosti racuna, uzmimo sada da se radi o teoriji s jednim bezmasenim realnim slobodnim skalarnim
poljem u d = 2 prostorno-vremenske dimenzije. U tom slucaju je energija vakuuma

o0

Eo(L) = % 3 qnl = %Zn (5.2.1)
n=1

n=—oo

gdje na koncu ra¢una moramo pustiti L — co. Vidimo da Ey — oo za konaan L jer je Y . n = oo, nodaje > n
konvergentan red, u limesu L — oo bi dobili £y — 0, $to je “naivno oCekivani” rezultat. Ovako kako piSe, dobili
smo izraz tipa co/oo koji nije dobro definiran.

Razmotrima sada situaciju u kojoj u ovom sustavu unutar beskonacne kutije L postoji konacna fizicka kutija
volumena ¢ na ¢ijem rubu vrijede jednaki (ili dovoljno sli¢ni) rubni uvjeti na polja kao za kutiju L. Vazno je shvatiti
da i dalje razmatramo kvantizirano polje koje se nalazi u najnizem stanju (vakuumu) — ono $to radimo je da
“manipuliramo prostor” u kojem se nalazi polje. Za potrebe racuna najjednostavnije je zamisliti ovu situaciju tako
da se kutija a nalazi na jednom kraju kutije L (konac¢ni rezultat ne ovisi o polozaju kutije a). U tom slucaju prostor se
dijeli u dva dijela: kutija volumena a i ostatak prostora koji se efektivno ponasa kao kutija volumena L — a. Posto je
ukupna kvantna energija vakuuma aditivna (jer se radi o sumi po modovima), dobijamo ju kao sumu energija vakuuma
u kutiji volumena a i kutiji volumena L — a, tj.

Eiot(a) [Eo(a) + Eo(L —a)] =7 ) n lim (1 + ! > _ Z n (5.2.2)
=1

= lim
L—oo L—oo \ a L—a a
= n

gdje smo upotrijebili (5.2.1). Vidimo da je formalno Fi(a) = oo.

Pretpostavimo sada da stranicu konaéne kutije moZemo pomicati, tj. da je a fizikalna varijabla koju moZemo
mijenjati po volji. U tom slucaju zbog promjene energije u sustavu moramo vrsiti rad, tj. savladavati silu na putu.
Ova vrsta sile se naziva Casimirova sila i dana je s

dEtOt(CL) T >
n=1

Vidimo da bi se ploce trebale odbijati beskona¢nom silom $to je fizikalno potpuno neprihvatljiv rezultat. Potpuno isti
zakljucak bi dobili da smo razmotrili situaciju u d = 4, npr. za elektromagnetsko polje, a iz iskustva znamo da kutije
ne eksplodiraju kad ih pokuSamo sloziti.

Sto smo napravili krivo, odnosno §to nam je promaklo u gornjem izvodu? Odgovor je: Fizika! Stvarne fizikalne
kutije su izgradene od materije koja se sastoji od atoma i molekula. Analogija s elektrodinamikom nam kaZe da
za valove dovoljno visokih frekvencija standardna materija postaje “prozirna” pa ne moZe posti¢i ponistavanje polja
na stijenkama kutije (npr. v zrake izuzetno visokih energija prisutne u kozmickom zracenju penetriraju duboko u
standardnu materiju i potrebna je gusta i debela materija da ih zaustavi). To nas vodi na ideju da je za usporedbu s
eksperimentom ispravnije izracunati doprinos sili koji dolazi samo od frekvencija koje su dovoljno malene tako da je
rubni uvjet u dovoljnoj mjeri zadovoljen. Drugim rije¢ima, trebamo nametnuti neku vrstu odsjecanja (engl. cut-off)
u valnom vektoru tako da isklju¢imo iz ratuna modove s |p| > A. Treba biti jasno da ¢e dobijeni izraz biti fizikalno
relevantan samo ako je veli¢ina kutije a puno vece od duljinske skale odsjecanja 1/A, §to znaci da je relevantni rezim
odreden s aA > 1.

233



5.2.2 Regularizacija pomoc¢u funkcije odsjecanja

Nacin na koji moZemo uvesti odsjecanje je da pored skale odsjecanja A uvedemo funkciju odsjecanja f i definiramo
energiju u kutiji kao

Eo(a) = g Sonf (aiA) (5.2.3)
n=1

gdje funkcija f posjeduje sljedeca opcenita svojstva (koja zahtijevamo na temelju diskusije s kraja proslog odjeljka):
e f(0) =1 (kutija na vrlo malim impulsima postiva rubni uvjet u potpunosti)
e f(x) je glatka funkcija koja posjeduje derivacije svih redova,

e f(z) i sve njene derivacije fU) dovoljno brzo i¥¢ezavaju za z — oo, tako da vrijedi

floo)=0 , lim z f9(z) =0

T—r00

(kutija postaje prozirna za asimptotski velike impulse na "gladak" nacin)

Osim ovih uvjeta f je inaCe proizvoljna funkcija. Fizikalno gledano funkcija f modelira odstupanje kutije od njenog
“idealnog” ponasanja za valove s velikim valnim vektorima.
Primjenom (5.2.3) dobijamo:

n=1

Ako napravimo limes I — oo i napravimo standardni prijelaz na kontinuum putem relacije*

1l n,./n o
bi%obnzzlbf () = /0 doz f(x)
mozemo pisati

lim Ey(L — a) = Ey(oo) — maA? /000 dx z f(x) = Ey(oo) — Z/OOO dnnf(£>

L—oo
gdje je
Ep(c0) = lim 7rLA2/ dxx f(z)

L—oo 0

potpuno neovisno o a.
Sad imamo sve elemente da napiSemo ukupnu energiju, regulariziranu funkcijom odsjecanja, za slu¢aj kad imamo

fizikalnu kutiju a:
S () [one(2)

Izraz koji smo dobili je tocno u obliku u kojem mozemo primijeniti Euler-MacLaurinovu formulu koja vrijedi za
svaku dovoljno glatku funkciju F' i koja glasi:

Eot(a) [Eo(a) + Eo(L — a)] = Eg(co) + g (5.2.4)

= lim
L—oo

N

S F(n) - /DN dn F(n) = %[F(N) — F(0)] + i B?j' [FED(N) — FED(0)]

n=1

*Ova relacija je samo jednodimenzionalna varijanta relacije (3.2.41).
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gdje su By Bernoulijevi brojevi, kojih prvih nekoliko glasi:

1 1 1
BQ:i ’ B4:_% ) G:E )

Usporedbom s (5.2.4) vidimo da u Euler-MacLaurinovu formulu trebamo uvrstiti N = oo i
n
(n) =nf{—%

Primjenom Euler-MacLaurinove formule i svojstava koja smo zahtijevali od f dobijamo:

Buon(a) = Bo(o0) — —— + — " 1 Lo ()™ 2220 By(oe) - 2 (5.2.5)
ot = B0 T 00 T 2404382 T o 0 " 124 -
$to vodi na sljedeéu formulu za Casimirovu silu:
T 9 A—o0 T
F(a) = -5 [1+0((aM)™%)] a2 (5.2.6)

Vidimo da je Casimirova sila kona¢na, kao i razlika energija izmedu kutija razli¢ite veli¢ine Fiot(a) — Fiot(a’), $to je
fizikalno smislen rezultat. U izrazu za energiju i dalje postoji beskonacni ¢lan Ey(00), koji se moze interpretirati kao
energija “Cistog” vakuuma (praznog i neomedenog prostora), no on se krati kad ra¢unamo fizikalno mjerljive veliCine
poput razlike energija i silu.

Napomene o Casimirovoj sili:

1. Sila je privlacna. No, pokazuje se da to nije univerzalno svojstvo Casimirove sile. Naime, za neke
geometrije (u d > 2) se moZe dobiti i pozitivna, tj. odbojna, sila.

2. Sila ima kvantno porijeklo. Da smo radili u SI sustavu jedinica vidjeli bi da su izrazi za energiju i
silu proporcionalni 2. Casimirov efekt je posljedica svojstava vakuuma kvantne teorije polja i kao takav
ne postoji u klasicnoj teoriji polja u kojoj u vakuumu sva polja iS€ezavaju i stoga ne mogu ostvarivati
fizikalne ucinke.

3. U fizikalno relevantnom reZimu aA > 1 vodeéi doprinos u izrazu za silu ne ovisi o slobodi u izboru
funkcije odsjecanja f niti o skali odsjecanja A, $to znaci da je on u potpunosti niskoenergetski (IR)
efekt, tj. dolazi od modova za koje je |p| ~ 0. Svi drugi doprinosi u razvoju po 1/(a)) ovise o detaljnim
svojstvima funkcije f(z) oko z = 0. Npr. iz Euler-MacLaurinove formule se lako vidi da za f koja
zadovoljava f”(0) = 0 prva korekcija u formuli (5.2.6), proporcionalna (aA)~2, i§¢ezava. U limesu
A — o0, koji bi mogli zvati “uklanjanje odsjecanja” (jer smo ga poslali u beskonacnost), dobija se
jednoznacan rezultat potpuno neovisan o funkciji odsjecanja. To je vazan test, jer ukoliko bi se dogodilo
da rezultat ovisi o izboru funkcije f bio bi fizikalno besmislen. Rezultat za mjerljivu fizikalnu veli¢inu
ne smije ovisiti o metodi regularizacije.

4. Casimirov efekt je generi¢ko svojstvo kvantnih teorija polja. Na primjer, moZe se pokazati da u elek-
trodinamici u d = 4 upotreba vodljivih ploca daje realizaciju efekta koja se moZe i eksperimentalno
izmjeriti. Najjednostavnija konfiguracija je ako uzmemo dvije velike (‘“beskonacne”) vodljive ploce i
stavimo ih paralelno na medusobnu udaljenost a. Primjenom kvantne elektrodinamike moZe se dobiti
sljededi izraz za tlak (sila po jedinici povrSine) uzrokovan Casimirovim efektom:

1 dEtot(a) 7('2 hc
plo) = —5 =~ L
A da 240 a
gdje je A iznos povrSine ploca. Ova predikcija je eksperimentalno testirana i izmjereni rezultat je u

slaganju s teorijskim. Izvod formule se moze naci u knjizi Itzykson i Zuber, Quantum field theory,
odjeljak 3-2-4.
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5. U izrazu za energiju postoji beskonacan konstantan doprinos Fy(oc0). Ako nas kopka beskonacna ener-
gija, moZemo je se lako rijesiti tako da u LagranZzijan teorije dodamo tzv. kontraclan p., na nacin

E()(OO)

L— L+ po ) Poo = I

Lako se provjeri da kontra¢lan to¢no ponisti Ey(oo) u izrazu za energiju. To Sto je kontraclan formalno
beskonacan ignoriramo jer nema fizikalni efekt (ako zanemarimo gravitaciju). Ovo je jednostavan pri-
mjer renormalizacije na djelu.

5.2.3 Regularizacija pomocu analitickog produljenja

Spomenimo ukratko jedan naizgled egzoticni nacin regularizacije koji se pokazuje vrlo efektnim i ima Siroku pri-
mjenu. Kljuc je uociti da je red u (5.2.2) posebni slu€aj z = —1 opéenitije definiranog reda

((2)=) n* (5.2.7)
n=1

Ideja je da ((z) razmotrimo kao funkciju u kompleksnoj ravnini i primjenimo tehniku analitickog produljenja. Ova
tehnika se sastoji u tome da uzmemo da je funkcija ((z) definirana pomocu reda (5.2.7) samo u podru¢ju kompleksne
ravnine u kojem je red u (5.2.7) konvergentan, a na ostatku kompleksne ravnine ((z) definiramo ju analitickim produ-
ljenjem. MoZe se pokazati da je red konvergentan i definira analiticku funkciju u poluravnini odredenoj s Re z > 1.
Vidimo da je tocka koja nas zanima (z = —1) izvan te poluravnine. Sad moramo naci nacin za analiticki produljiti
funkciju ((z) u poluravninu Rz < 1.

Takvo produljenje je odavno poznato u matematici i postize se definiranjem ((z) pomocu sljedeéeg integrala:

1 0 tz—l

gdje je I'(z) Eulerova gama funkcija. Lako je dokazati da je za Rz > 1 definicija (5.2.8) jednaka onoj u (5.2.7).
Funkcija ((z) definirana kao u (5.2.8) se zove Riemannova zeta funkcija. Za razliku od (5.2.7) ona je analiticka u
cijeloj kompleksnoj ravnini osim u tocki z = 1 gdje ima jednostavni pol reziduuma jednakog 1. Ono Sto je za nas
vazno je da je Riemannova zeta funkcija dobro definirana u z = —1:

(-1)=-7

Sad moZemo primijeniti ove spoznaje direktno u nereguliranom izrazu za ukupnu energiju (5.2.2) i regulirati ga
analiti¢kim produljenjem, tj. primjenom Riemannove zeta funkcije:

™

Eior(a) = an — gg(—l) = (5.2.9)
n=1

Vidimo da je ovaj rezultat, do na irelevantnu ukupnu konstantu, u limesu micanja odsjecanja A — oo to¢no jed-
nak rezultatu (5.2.5). Interesantno je da ova vrsta regularizacije daje Ey(oco) = 0, dakle usput nas odmah rijesi i
beskonacnog doprinosa kozmoloskoj konstanti koji postaje problemati¢an nakon uvodenja gravitacije u igru.

5.3 Primjer renormalizacije konstante vezanja

Razmotrimo teoriju u kojoj postoje 3 bezmasena realna skalarna polja, ¢g, ©p 1 ¢, s lagranZijanom

1 A
L=35 > (0e) =L (e2eh + 40l (5.3.1)

j=a,b,c
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gdje je A bezdimenzionalna konstanta vezanja. Razmotrimo a + a — ¢ + c rasprSenje:

/ / /
a, p1 ¢ P a, P1 ¢, D1 a, p1 ¢ Dy
N L NN - \ ,
h s N -, \ 4
N AN LN /
N L7 \N 7 N 4
@ - /(\ + /(\ /( + O(A )
~N—a = \
e S .7 N J/ \
7 N ad N / \
/ / a /
%P2 cpy WP ¢, P2 ¢, v
iM _ iMy n iMs + oMY

Primjena Feynmanovog rac¢una daje:
My = =i\
1 d'k i i
o — Ly /
Rt Q(Z ) (2m)* k2 +ie (p— k)% + i€
gdje je p = p1 + p2, dok je 1/2 u M, faktor simetrije dijagrama.> Veé prije smo konstatirali da je integral u Mo
logaritamski UV divergentan, $to znaci da zahtijeva regularizaciju.

5.3.1 Regularizacija

Za pocetno zagrijavanje primijenit ¢emo jednostavnu regularizaciju tako da naprosto odsjeemo granicu integracije
na |k| = A, gdje je A skala odsjecanja za koju ¢emo na kraju price uzeti A — oco. Posto je My bezdimenzijska
Lorentz invarijanta, moZe ovisiti samo o veli¢ini s/A2, gdje je s = p?, pa stoga mozemo pretpostaviti
s
May(s) x In e
gdje smo pretpostavili logaritamsku ovisnost zbog logaritamske prirode divergencije. Postoji brzi, iako naizgled
pomalo “prljavi” trik, kojim moZemo potvrditi gornju pretpostavku i izracunati konstantu proporcionalnosti. Sastoji
se u tome da prije integriranja po k prvo deriviramo izraz za Ms(s) po s:
dM() pt OMa i)\2/d4k 1 p-(p—k)
el gy =L 272 il
ds” 2 2s Opht 2s ) 2m)* k2 (p—k)*
Integral u gornjem izrazu je sada konvergentan i moZe se pokazati (kasnije ¢emo nauciti kako se izvrijednjuju ovakvi
integrali) da je jednak i/(47)2. To znadi da je
A1 A

— z M =——=1 C

3212 s 2(5) = —gp s

gdje je C nepoznata konstanta integracije. Posto je integral u M divergentan, o¢ekujemo da C' — co. Ako napiSemo
C kao

d
M=

2

_ 2
C= 39,2 InA
dobijamo da je
A2 S
May(s) = ~ 392 lnp
Ukupna amplituda je:
M= ao N LIPS (5.3.2)
- 3272 A2 -

>Citatelj se moZda zapitao za$to smo za jednostavni primjer odabrali teoriju s 3 polja, a ne * teoriju sa samo jednim poljem. Razlog je §to
na$ odabir teorije i procesa vodi na najjednostavniju amplitudu M kojoj doprinosi samo jedan Feynmanov dijagram (s tip). U teoriji s jednim
poljem postojala bi jo§ dva dijagrama (¢ i w tipovi) §to bi potpuno nepotrebno zakompliciralo racun.
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5.3.2 Renormalizacija
Prvo uo¢imo da iako M divergira kad A — oo, razlika

2

In 22 4 O(»?)

M(s1) = Ms2) = 3272 5

je konac¢na. No, za razliku od energije u Casimirovom efektu, invarijantna amplituda M (s) sama po sebi mora biti
konacna jer daje udarni presjek, koji je mjerljiva veli¢ina. Kako sada rijesSiti problem beskonacnosti?

Stvar je u tome da trebamo napisati M s) kao funkciju mjerljivih parametara, $to znaci da golu konstantu vezanja
A trebamo izraziti kao funkciju nekog mjerljivog parametra. To je upravo smisao procesa renormalizacije. 1z klasi¢nog
izraza za M koji je dan s Mo = Mj = —)\ mozemo vidjeti da je najprirodnije definirati renormaliziranu
konstantu vezanja )\ kao vrijednost od — M (s) za neki specifi¢ni (ali proizvoljni) s = s:
)\2 S0

In 5 + O(\?) (5.33)

A= Mlso) =A% g In g

Trebamo invertirati ovu relaciju kako bi dobili A(Ag, so). Perturbativno rjeSenje se dobije tako da se formalno napise
A= Ag+aXs + O\

i onda to uvrsti u (5.3.3). Nakon sredivanja dobijamo:

1 S0

Posto koeficijenti od (Ar)™ na dvije strane jednakosti moraju biti jednaki, dobijamo:

1 S0
R v
odnosno
)\% SO 3

Posto mi na koncu price pustamo A — oo vidimo da gornji red ne samo da ne izgleda konvergentan za dovoljno veliki
A nego nije niti dobro definiran u limesu (koeficijenti postaju beskonac¢ni). Kako gola konstanta vezanja A po sebi
nije mjerljiva veli¢ina pravit ¢emo se da nas to ne brine i promatrati gornji red samo na formalan nacin.
Sad mozemo uvrstiti (5.3.4) u (5.3.2) Sto daje
Nk
3272

M(s) = —Ap — In Si + O3 (5.3.5)
0

Uocimo sljedece:

e M(s) je regularna funkcija (za konaan Ar) i neovisna o regulatoru A (pa mozemo slobodno pustiti
A — ).

e Kvantna korekcija daje mjerljiv ué¢inak (moZze se eksperimentalno testirati).

e Renormalizirana konstanta vezanja \g je mjerljiva veli€ina, jer se moze dobiti mjerenjem udarnog pre-
sjeka za s = sp.
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e Razvoj M(s) u red nije samo po Ag nego i po

S
A% 1n "

Sto znaci da ta veli¢ina mora biti mala kako bi perturbativni razvoj imao smisla i bio prakti¢no upotreb-

ljiv. Stoga vidimo da postoje dva mehanizma pucanja Feynmanovog razvoja: (1) A\g = 1, (2)za \p < 1

ako gledamo s > sp ili s < ¢ tako da je [A%In(s/sg)| = 1. To znaci da se s fiksnom definicijom

AR, perturbativno gledano, ne moZe pokriti ¢itavo energetsko podrucje (sve s). Ovaj problem se rjesava

primjenom tehnike renormalizacijske grupe.

e Pojava logaritma je oplenita karakteristika (kvantnih) doprinosa petlji — drvasti dijagrami ne mogu ge-
nerirati logaritme.

5.3.3 Kontraclanovi

Drugi nacin za dobiti isti rezultat koji smo dobili u proslom odjeljku je putem dodavanja kontraclanova u lagranzi-
janu:

LR = c()‘R) + L.

gdje je L. za teoriju s lagranzijanom (5.3.1) dan s

N
L. = Z(wﬁ% + ©pp?)

Obratite paznju da se u £ nalazi renormalizirana (dakle, konacna) konstanta vezanja. Sada racun za M daje

Nk

S 3
Da bi dobili konacan izraz za M(s), 6, mora biti oblika:
)\% S0
V= g2 M2

Uvrstavanje gore daje potpuno isti rezultat kao (5.3.5). Vidimo da je u ovom pristupu cilj pomocu kontrac¢lanova dobiti
regularnu formulu za mjerljive veli¢ine (M), bez da razmisljamo unaprijed koje je fizikalno znacenje renormalizirane
konstante vezanja.

Ovaj nacin rada u kojem vr$imo perturbativni razvoj direktno po renormaliziranoj konstanti vezanja i dodajemo
kontraclanove se naziva renormalizirana perturbativna teorija. Prethodni nacin, u kojem renormalizirane parame-
tre dobijamo iz fizikalnih veliCina, se naziva fizikalna (ili on-shell) perturbativna teorija.

Naravno, dva nacina su ekvivalentna i daju jednake rezultate za mjerljive veli¢ine. U naSem jednostavnom pri-
mjeru su i podjednako spretna. No, praksa pokazuje da je za kompliciranije teorije renormalizana perturbativna
teorija Cesto spretnija u primjeni.

5.4 Regulariziranje i racunanje integrala u dijagramima s petljama

Doprinosi Feynmanovih dijagrama s petljama vode na integrale koji su najcesée divergentni. Da bi se moglo pristupiti
renormalizaciji, nuzni prvi korak je uCiniti te integrale konvergentnima kroz postupak regularizacije. Ovo je jedna
vazna stvar koju se isplati posebno istaknuti:

[ Prilikom postupka racunanja dijagrama s petljama prvi korak uvijek treba biti regularizacija integrala.
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Razlog je $to se u postupku racunanja vrlo Cesto koriste postupci koji su dobro definirani samo za konvergentne
integrale. Ti postupci ukljucuju redefinicije varijable integracije i zamjenu poretka integracija.

Postoji vise metoda regularizacije integrala koji se javljaju u Feynmanovim dijagramima s petljama. Veé smo
spomenuli metodu ¢vrstog odsjecanja u impulsu, u kojoj se nametne konacna granica u integraciji po impulsu koji
kruZzi u petlji (|k| < A). Pokazuje se da ova metoda ima ograni¢enu primjenu jer u nekim situacijama eksplicitno lomi
simetriju u teoriji i to posljedi¢no ¢ini ra¢un kompliciranim (primjer su bazdarne simetrije). Postoje bolje metode,
koje izmedu ostalog ¢uvaju bazdarnu invarijantnost, od kojih se posebno isti¢e dimenzijska regularizacija. Izmedu
ostalog, dimenzijska regularizacija se pokazala esencijalnom za dokaz renormalizabilnosti Standardnog modela fizike
Cestica. U ovom odjeljku razmotrit éemo detaljno metodu dimenzijske regularizacije, te usput i standardne trikove
pomocu kojih se integrali dovode u oblik koji je puno spretniji za racunanje, neovisno o tome da li su divergentni ili
konvergentni.

Radi preglednosti, za svrhu demonstracije koristit cemo jednostavni integral s kojim smo se ve¢ susreli i koji se
desto pojavljuje u teorijama sa skalarnim poljima:

d*k 1
hp') = / @)t (2 —m2 10— k)2 — m? + id (54.1

Ovaj integral je divergentan i za pocCetak potrebno ga je regularizirati. U dimenzijskoj regularizaciji to se radi na nacin
da se stavi da je dimenzionalnost prostor-vremena jednaka d € R, §to znaci da u gornji izraz treba napraviti zamjenu
d*k d’k

@r)t  2n)

(5.4.2)

Kako se raCunaju integrali u prostoru s realnim (ili kompleksnim) i necjelobrojnim brojem dimenzija je detaljno
objasnjeno ispod u odjeljku Sec. 5.4.3. Ono §to je u ovom trenutno jedino bitno je da su integrali poput (5.4.1)
kovergentni, tj. konacni, ukoliko d nije cjelobrojan. Na kraju racuna, nakon $to se napravi renormalizacija, se napravi
limes d — 4.

5.4.1 Feynmanov trik

Pri manipuliranju integrala kakvi se pojavljuju u petljama vrlo korisna stvar je uvesti dodatnu integraciju. Za integral
tipa (5.4.1) koristi se elementarna formula:

1 1 dx
AB :/0 [(1—2)A+2B]?

Kad imamo produkt N propagatora formula koja se koristi je:

1 Voo [ [ B 543
_— = —1)! x Lo« - TN_1 X 4.
Ay Ay ( )/0 1/0 2 /0 N—1 ( )

X[Alfol+A2(£CN,2—$N,1)+...+AN(1—$1)]7N

Primjenjen na (5.4.1) Feynmanov trik daje:

1 1 B
= [ dz{(1—2z)(E*—m*+i E—p)?2—m2+i
(k2 —m2 +ie)[(p — k)2 — m2 + i€ /0 z{(l-2) m* + ie) + z[(k — p)° —m” + ie] }
1
:/ d$ —m? +ic—2zk- p+g;p] -2
0
1 -2
:/ da [(k — xp) —m2+x(1—x)p2+ie]
0
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Ako napravimo translaciju varijable integracije supstitucijom &’ = k — xp dobijamo:®

d'k B
/ (k2 —m2 +ie)[(p — k)2 — m2 +ie]

1
/ddk/ dr [k2 —m? + 2(1 — 2)p? +ie] "
0
gdje smo izbrisali nepotrebnu crticu na k’. Sada uvr§tavamo to u (5.4.1) i mijenjamo redoslijed integracija:

2 ! d’k 2 2 2 .12
Li(p7) :/ dif/d [k —m“+z(l—x)p —1—26} 5.4.4)
0 (2m)

Usporedbom s (5.4.1) vidimo da je Feynmanov trik doveo do jednostavnijeg integrala po impulsu k.

5.4.2 Wickova rotacija
Razmotrimo prvo integraciju po k°. Podintegralna funkcija u (5.4.4) ima polove odredene s:
(ko)? = k2 +m? — (1 — 2) p? — ic
gdje ~ oznacava da smo koordinatu kg progirili na kompleksnu ravninu. Posto za p? < 4m?i 0 < z < 1 vrijedi
k2 +m?—z(1—-z)p*>0 ,

vadenjem korijena dobijamo da se polovi nalaze u to¢kama:’

l;:(()i) =+ (\/k2 +m? —z(1 —z)p? — ie)

Koristeéi tehnike integracije po konturama u kompleksnoj ravnini, lako se vidi da u (5.4.4) integraciju po kg (koja
ide po realnoj osi od —oo do co) mozemo zatvoriti u konturu tako da dodamo polukruznicu beskona¢nog radijusa
u gornjoj poluravnini (Im ko > 0). Ova kontura ocito obuhvaca pol k7). Posto deformiranje konture integracije
ne mijenja rezultat integracije sve dok ne prelazimo konturom preko polova, lako se vidi da smijemo deformirati
konturu tako da sadrzi imaginarnu os (smjer od —ioo prema ¢00) i beskonacnu polukruznicu koja se nalazi u lijevoj
poluravnini (Re ko < 0). Ponovo, integral po polukruZnici daje iS¢ezavajuci doprinos i ono §to preostaje je integral
od ko po imaginarnoj osi. SaZeto matematickim simbolima, dobili smo sljedece:

/OO dk° F(R0 = k0) = i/oo dkyy (K = iky)

gdje je K = Re k% i k% = Im &, odnosno k° = k° + ik?..

Ukratko rije¢ima: Napravili smo rotaciju oko ishodista u kompleksnoj ravnini k0 zarm /2 obrnuto od smjera gibanja
kazaljke na satu i tako prebacili realnu os na imaginarnu os, k° — ik:%. Ova rotacija se naziva Wickova rotacija.

Zasto je Wickova rotacija vazna? Uocimo da smo time pomaknuli liniju integracije daleko od polova pa dobijamo
regularnije integrale i kao posljedicu moZemo izbaciti 7e lanove.

Wickova rotacija ima posebno elegantan izricaj ako ju primjenimo na sve impulse (i druge tenzore). U naSem
primjeru to zna¢iina p, p° — ip%. Promotrimo skalarni produkt Wick zarotiranih vektora:

0.0 Wick rot. 0 \/10 010
a-b=ab—a-b ——— (iag)(iby) —a-b=—(apbp+a-b)=—ag bg
———

Euklidski skal. prod.

gdje je ap = (a}, a) 4-vektor u Euklidskom prostoru.

STranslacija varijable je matemati¢ki dobro definirana samo za konvergentne integrale i zato je bilo vaZno napraviti regularizaciju prije
primjene Feynmanovog trika.
"Sjetite se da e ima znagenje samo kroz € > 0i € — 0, tako da bilo koju strogo pozitivnu veli¢inu koja ga mnoZi moZemo zanemariti.
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[ Wickova rotacija je rotacija iz prostora Minkowskog u Euklidski prostor. ]

To znaci da u racunu mozemo Koristiti sve formule za Euklidski prostor, $to je vrlo spretno. Na kraju rac¢una samo
napravimo suprotnu rotaciju, p% — —ip®, i tako se vratimo u fizikalni prostor Minkowskog.
U nasem primjeru Wickova rotacija na izraz (5.4.4) daje:

1 d
1ot =1 [ s | G 6 4= k) 549
0 (2m)

gdje su sada svi produkti standardni Euklidski produkti, npr. k2, = (k%)2 + k2. To znadi da se na kraju rauna
povratak u fizikalni prostor Minkowskog postiZe s p% — —p.

5.4.3 Dimenzijska regularizacija

Sad je konacno dosao red da objasnimo sustinu metode dimenzijske regularizacije, tj. nacin kako se racunaju integrali
u prostoru koji ima necjelobrojnu dimenzionalnost d.

Osnova ideje krece od opaZanja da pitanje da li integral poput (5.4.1) konvergira ili divergira ovisi o dimenziji d
prostor-vremena. Na primjer, lako se pokaZze dau d < 3 dimenzionalnom prostor-vremenu integral (5.4.1) konvergira.
To nas navodi na ideju da umjesto da odmabh fiksiramo dimenziju prostor-vremena na d = 4, da pustimo da d moZe
poprimiti bilo koju kompleksnu vrijednost. Stavit éemo da je d = 4 — ¢, pa ¢emo na koncu racuna napraviti limes
e—058

Prvo pitanje koje se moZe postaviti je kako uopce definirati integraciju ako dimenzionalnost nije cjelobrojna? Prvo
treba uociti da integrali relevantni za ovu problematiku imaju oblik (nakon Wickove rotacije i Feynmanovog trika)

ddk (k2)n 00 k2n+d—1 defl
d _ —
Imm(y) - / (271.)d (kQ + VQ)m - A dk <k2 + VQ)m / (271-)d (546)

gdje smo presli na polarni sustav koordinata (podrazumijeva se da smo u Euklidskom prostoru iako, radi preglednosti,
ne piSemo indeks F u k i v). Integracija po prostornom kutu u cjelobrojnom broju dimenzija daje povrsinu (d — 1)-
dimenzionalne sfere koja je jednaka

27Td/2

Fa-1 = / M1 = 1)

gdje je I'(x) Eulerova gama funkcija. UvrStavanje u (5.4.6) daje:

d B 2(471')_d/2 /oo k2n+d—1
o) ="y | e (5.4.7)

Izraz na desnoj strani jednakosti ima dobro definirano analiticko produljenje u d € C. Na taj nacin smo definirali
integraciju u kompleksnom broju prostorno-vremenskih dimenzija za klasu integrala koja nam je interesantna.
Integral koji se pojavljuje u gornjem izrazu je poznat i moZe se naéi u tablicama integrala:

00 -1 _
0 (k2 4 v2)m 2T (m)
Uvrstavanje u (5.4.7) daje konacni izraz:
I(d) (l/) _ / ddk‘ (k?)n _ 1 F(n + d/2) F(m —-n — d/2) V2n+df2m (5.4.8)
mmes T o2m)d (B2 4+ v2)™ (4m)d/2 I'(d/2)T(m) o

8Citatelj treba paziti da ne pomijesa ovaj e s onim koji se javlja u propagatorima polja.
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Razmotrimo sad pitanje konvergencije integrala (5.4.8). Posto Eulerova gama funkcija nema nul-to¢aka, o€ito se
singularnosti u izrazu s desne strane mogu javljati samo tamo gdje su gama funkcije iz brojnika singularne. Singula-
riteti od I'(z) se nalaze u z = 0, —1,—2,. .. i predstavljaju jednostavne polove. Posto (i) integrali koji se javljaju u
dijagramima s petljama imaju uvijek m > 1in > 01i (ii) moZemo se ograniciti na Re d > 0, slijedidaje n+d/2 > 0
paT'(n + d/2) ne moze doprinositi singularitetima. Ostaje samo za razmotriti I'(m — n — d/2). 1z toga slijedi da ée
relevantni integrali divergirati kada je

d
Ctn-m+1eN (5.4.9)

Vidimo da ako se iz cjelobrojne dimenzije prostor-vremena pomaknemo za (infinitezimalni) ¢, divergentni
integrali postaju konvergentni. To je osnova metode dimenzijske regularizacije. PoSto ¢e nas na ovom kolegiju
primarno zanimati teorije polja u Cetiri prostorno-vremenske dimenzije, pri regularizaciji integrala uzet ¢emo da je
d = 4 — € i na kraju raCuna uzeti limes € — 0.

Trebat ¢e nam Laurentov razvoj Eulerove gama funkcije oko z = 0 koji ima oblik:

1
I'(z) = S E +O(2) , vE = 0.577215.. ..

gdje je vg Euler—Mascheroni konstanta.
Sad mozemo primijeniti nau¢eno na primjeru naseg integrala iz (5.4.5). OCito je u ovom slucaju

n=0 , m=2 , v =m?+z(l-z)p% (5.4.10)

paposto zad = 4 imamo d/24+n—m+1 = 1izraz (5.4.9) nam govori da je integral divergentan i traZi regularizaciju.
Ako stavimo da je d = 4 — € i primjenimo (5.4.8) dobijamo

1 rd/2)r2—-d4d/2) ,_ _oic€ €\  _.
180 = G T Y= w0 (5) G410

Posto ¢emo na koncu napraviti limes e — 0, trebamo razviti gornji izraz po €. Za to nam trebaju sljedeci razvoji:

£ In(4m) 1

(4m)=2e/2 = 6(247T)2 = e (1 + %ln(47r) + 0(62)>

N(e/2) = 2 — 75+ O(¢

v e=e M =1 _elnv+0(?) =1- % Inv? 4 O(e?) (5.4.12)

UvrStavanje gornjih relacija u (5.4.11) daje:

e A=k 1 1 ]2
Iy () = / 2m)i (K2 +v2)2  (47)2 L —yE +In(4r) — Inv’® + 0(6)]

Izvrijednjavanje ¢lanova reda O(e) je nevazno jer taj dio i§¢ezava u limesu e — 0. Stoga taj doprinos Cesto neCemo
ni pisati. Uvrstimo to sada nazad u (5.4.5) i upotrijebimo eksplicitan izraz za v dan u (5.4.10). Dobijamo:

1 . 1
Ip(p) = z/ de 1§59 (v) = —— {2 — yg + In(4m) — / dz In [m? +2(1 — z) ph] + 0(6)} (5.4.13)
0 (4m) € 0

Integral u (5.4.13) zahtijeva poseban tretman za slucajeve m # 01im = 0. U slucaju m # 0 imamo:
1 2 2\ —1/2
4 4
[ e+ 0t -0 ] = 2w 14 ”;Arth(l n m)
0 PE PE
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Sto uvrsteno u (5.4.13) daje

IE(pQE):W{6+2—7E+IDW—HArth<1+p%> + O(e)

Na koncu, trebamo napraviti rotaciju nazad iz Euklidskog prostora u prostor Minkowskog. U naSem primjeru to
znati p%, — —p?, pa dobijamo kao konaan rezultat integracije:

, m # 0

i 2 4T / 4m? Am?\ " ?
U bezmasenom slucaju m = 0 integral u (5.4.13) je trivijalan i rezultat je:
1
/ dz In [z(1 — CL‘)pQE} = —2+1Inp%
0
Sto uvrsteno u (5.4.13) daje:
1 2 47
Ig(pE) = W {6+2—7E+1np% —I—O(e)] , m=0 (5.4.14)
Rotacija nazad u prostor Minkowskog daje konacan rezultat:
1 2 A7

Integral je sada regulariziran. Limes e — 0 se radi nakon renormalizacije.

5.4.4 Neka poopcenja

U podintegralnoj funkciji se osim kvadrata impulsa, poput k2 u nasem primjeru, mogu pojaviti produkti komponenti
impulsa, npr. k#, k*k" itd. Kako u tom slucaju napraviti Wickovu rotaciju?
Kao prvo, ukoliko imamo produkt neparnog broja komponenti impulsa, integral i$cezava, npr.

/ddk FEA) kpkyy -k, =0, neN (5.4.16)

Razlog je neparnost podintegralne funkcije na k* — —k,.
Ukoliko imamo produkt parnog broja komponenti impulsa, npr.

/ddk:f(kz,{p%})kzmkzm-~-ku2n . neN,

gdje smo dopustili da funkcija f ovisi o nekim skalarima koji su konstantni u integraciji (Sto su obi¢no kvadrati
vanjskih impulsa, poput p? u naSem primjeru, pa otud i notacija {p?}), primjenjujemo sljedeéi trik. Znamo da su
integrali Lorentz kovarijantni i takav mora biti i rezultat. To znaci da rezultat mora biti odgovarajuci Lorentz tenzor
izgraden od tenzora sadrZanih u integraciji. Ukoliko u integraciji nema prisutnih vanjskih tenzora osim skalara, znaci
da tenzorska struktura mora biti izgradena isklju¢ivo pomoc¢u metrickog tenzora. Koristeci simetrije u indeksima i
dimenzionalnost integrala moZemo jednoznacno konstruirati tu strukturu za svaki integral. Nakon te konstrukcije
svaki integral se svodi na kombinaciju integrala oblika (5.4.6) pa moZemo primijeniti proceduru koju smo objasnili.
Kao primjer razmotrimo integral oblika

2

v k
/ ddkf(k2,{293})kukv:% Ak fR AP R = kb — 0 (54.17)
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To da je tenzorska struktura dana s 7),,, je zato jer je to jedini simetriCni tenzor ranga 2 na raspolaganju. Faktor
proporcionalnosti 1/d se dobije tako da se napravi trag 7" od obje strane jednakosti i iskoristi 7', = 1}, = d.
Jos jedan primjer koji se Cesto susrece je

1
/ddk f(]fza {pg}) kukykpke = m (mw’?pa + NupNve + 77/w"7vp) /ddl~C f(k'2: {pg}) !

Sto je ekvivalentno tvrdnji da unutar integrala moZemo napraviti zamjenu

4

kukykpks — m (npunpa + NupNve + ma??up)

Objasnjenje je ponovo slicno. Imamo samo 7, na raspolaganju od kojeg moramo izgraditi potpuno simetri¢ni tenzor
ranga 4. Jedina takva kombinacija je ona koju smo napisali. Faktor 1/d(d + 2) se ponovo dobije kontrahiranjem obje
strane jednakosti, npr. s n**nf7.

Na sli¢an nacin se mogu dobiti formule koje ukljuCuju produkte 6, 8, ... komponenti k,,.

NapiSimo neke integrale koji se Cesto sre¢u u rac¢unima s petljama:

/ o 1 = ' __T(2-d/2) Al (5.4.18)

(2m)d (k2 — A +ie)2  (4m)d/2 4.
/ (;l:;d (k2 — ZQ +ie? —g (47:)d/2 T(1 - d/2) A% (5.4.19)
/ (gjr];d (k2 = ZQ Tiep ] (47Ti)d/2 [(2-d/2) A7 (5.4.20)
/ (;ljr];d (k2 — Al Tied _2(4;)d/2 (3 - d/2) A%>? (5.4.21)

Za d = 4 prva tri integrala su divergentna dok je posljednji konvergentan. Integral (5.4.18) je upravo onaj koji
smo imali u (5.4.4) $to znaci da smo ga izracunali u prethodnom odjeljku. Prva dva integrala se pojavljuju u petljama
opisanih mjehurnim (eng. bubble) dijagramima koji imaju dvije vanjske linije. Donja dva integrala se pojavljuju u
trokutnim dijagramima koji imaju tri vanjske linije.

Zadatak 5.4.1: Dokazite (5.4.19)-(5.4.21).

5.5 Polarizacija vakuuma

5.5.1 Definicija i formalizam

Pojavu polarizacije vakuuma razmotrit ¢emo na primjeru spinorne elektrodinamike, jer je to slucaj koji je istovremeno
fenomenoloski vrlo zanimljiv, a opet matematicki dovoljno jednostavan. No, treba imati u vidu da je pojava opcenita.

Razmotrimo dvije lokalizirane konfiguracije elektri¢nih naboja koje nose ukupne naboje ¢; i g2. Medudjelovanje
izmedu konfiguracija je u najnizem redu (e?) odredeno sljede¢im drvastim dijagramom’

1 2/

D= pT (5.5.1)

1 2
%Iznimno u ovom poglavlju crtat éemo Feynmanove dijagrame tako da vrijeme ide odozdo prema gore umjesto s lijeva na desno. Razlog je
usteda prostora (i papira u slucaju printanja).
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gdje nismo pisali doprinose vanjskih linija (na kojima moZe biti proizvoljan broj Cestica spina 1/2) jer su irelevantni
za razmatranja vakuumske polarizacije.

U nerelativistickom limesu imamo |p°| < |k|, pa je p? ~ —p?. Koristeéi saznanja iz odjeljka 3.6.4 znamo da se
ovakvo medudjelovanje u nerelativistickom limesu moZe ekvivalentno shvatiti pomocu efektivne potencijalne energije
¢iji Fourierov transformat se dobije direktno iz M pomocu (3.6.29) $to u ovom slucaju daje:

T g2 142

V(p) = 2 (5.5.2)

Potencijalna energija u drvastoj aproksimaciji je stoga dana s:

PP iox P*p €P*  qig
V(r)—/(zﬂ)?)ep V(p)—Q1Q2/(27T)3 el (5.5.3)

gdje je r = |x|. Po ofekivanjima dobili smo Coulombov zakon. Ovo je primjer na kojem vidimo kako drvasti
dijagrami reproduciraju klasi¢nu fiziku.
Razmotrimo sada prvu korekciju medudjelovanju koja je reda e* i dana je dijagramima oblika:

iy 2/
k
iz v — dovodi do promjene Coulombovog zakona
p— p—
k—p
1 2

Ovaj dijagram sadrZi petlju i daje prvu kvantnu korekciju. Sva fundamentalna polja prisutna u teoriji koja nose
elektri¢ni naboj doprinose svojim dijagramom u kojem u petlji kruZi pripadna Cestica. Radi jednostavnosti racuna
pretpostavit ¢emo da postoji samo jedno polje, i to spina 1/2, ¢iji goli elektri¢ni naboj, odnosno gola konstanta vezanja
za elektromagnetsko polje (parametar koji piSe u klasi¢nom lagranZijanu), je eg. U slucaju vise polja naprosto treba
sumirati doprinose svih polja.

Vidimo da nam gornje razmatranje govori da je relevantna veli¢ina koju trebamo razmotriti fotonska 2-tockasta
T-uredena korelacijska funkcija

p,u%]),y

iG"(p)

gdje sumiramo po svim povezanim Feynmanovim dijagramima. Iz strukture gornjeg razvoja lako se zakljuci da se
gornji korelator moZe formalno napisati kao:

i (p) = _i% ) N il (p) 1" (=0 _ e

' » 2 (5.5.5)
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gdje je tenzor I1,,,, (p) definiran pomocu (off-shell) povezanih Feynmanovih dijagrama kao:

il (p) = Dy~ g o~ DV (vanjske noge amputirane)

55

gdje ne uklju¢ujemo u racun fotonske noge koje izlaze iz dijagrama (tzv. amputirani dijagrami) i gdje se podra-
zumijeva da trivijalni dijagram (linija) ne doprinosi (Sto znaci da I, iskljuCivo opisuje medudjelovanje). Koristeci
Lorentz kovarijantnost zaklju¢ujemo da II,,, (p) mora biti oblika:

H;w(p) = _TI,UV€2B p2 H(pZ) + pMpV ﬁ(pQ)

gdje su IT i II dvije funkcije koje treba izradunati, a e je gola konstanta vezanja (goli elektri¢ni naboj).
MoZemo iskoristiti Wardov identitet koji zahtijeva da p,IT*(p?) = 0 = p,II**(p?), iz Cega dobijamo

Sto Cini posao jednostavnijim jer trebamo izracunati samo jednu funkciju. Ako uvrstimo to natrag u izraz za I1,,, (p)
dobijamo

1L, (p) = — (P — pupv) eB 1(p?) (5.5.6)

a uvrStavanje ovoga u (5.5.5) daje:

n bup
Gun(p) = =5 [1 = ep IP*)] = =5~ G T1(P") (55.7)
Nadalje, moZemo zakljuciti da ¢lan proporcionalan p,p, ne moZe doprinositi u amplitudama u kojima je G, vezan
na vanjske linije koje ¢ine sacuvanu struju, kao Sto su fizikalna ulazna i izlazna stanja, tako da u fizikalnim procesima
ne igra ulogu i moZemo ga zanemariti. Ovdje ponovo vidimo mo¢ Wardovih identiteta na djelu. Upotrebom toga
vidimo da unutar dijagrama raspr$enja mozemo uzeti

G (p) — —% [1— 3 TI(p?)]

pa posto se iz G, raCuna Fourierov transformat potencijalne energije vezanja dobijamo

V(p) = —q% [1— 3 TI(p?)] (5.5.8)

Zadatak 5.5.1: Dokazite (5.5.2).

Naputak: 1zraCunajte M za proces (5.5.1) u kojem, radi jednostavnosti, pretpostavite da je na vanjskim linijama samo
po jedna spin 1/2 Cestica. Potom napravite nerelativisticki limes i primijenite (3.6.29).
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5.5.2 Perturbativni racun — najniza kvantna korekcija

Sad prelazimo na konkretan racun u kojem ¢emo izraunati II*” u najnizem redu Feynmanovog razvoja. NajniZi
doprinos je reda €2, pa éemo ga nazvati 114", i dan je amputiranim dijagramom:

k

i (p?) =

iy )2/ Ak Pt [y (k= p+m)y” (k +m))]
BI | @m) [(p— k)2 — m2 + i€|[k2 — m? + ie]

k—p

gdje smo primjenili dimenzijsku regularizaciju, $to zna¢idaje d = 4 — e.
Primjenom formula (4.10.32), (4.10.33) i (4.10.34) moZemo izvrijedniti tragove -y matrica i dobiti: !0

tr [y*(F — P+ m)y (f+m)] = (ko — po)kp tr [Y*777"¥*] + m? tr [y#4"]
= 4{2kMEY — p"kY — kFp” + Y [m? — (k — p) - K]}
Sjetimo se sada da nam je Wardov identitet dao da postoji samo jedna nepoznata funkcija, I1(p?), za racun koje

je dovoljno razmotriti ¢lan u II#¥ proporcionalan n#”. PoSto tom ¢lanu sigurno ne mogu doprinositi ¢lanovi koji su
proporcionalni p# ili p”, moZemo ih zanemariti. Primjenom toga i uvrStavanjem gornjeg racuna za trag dobijamo:

Ak 2kFEY 4+ 9" (m? — k2 4+ k- p)
T (p2) = i4 2 /
2 (1) = ek | 5N (k)7 = m? 1 i = m® + ]

+ MY (.. ) (5.5.9)

Primjenom Feynmanovog trika i supstitucije k* — k'* = k* + (1 — x)p* dobijamo

HW e / / ddk: 2kHEY — n“”[k: —z(1—x) p? — m2]
B (k2 + 2(1 — ) p?2 — m?2 + i€]?

+p'p” ()

Uocite da iz definicije u lagranZijanu slijedi da je konstanta vezanja e g dimenzionalna veli¢ina ¢ija dimenzija (izraZzena
u energiji) je jednaka (4 —d)/2 (ep je bezdimenzionalan samo za d = 4). Posto se ispravan perturbativni razvoj uvijek
radi po bezdimenzijskoj veli¢ini, redefinirat éemo ep na nacin

4—d
€EB —> €BlL 2 =e€epf

[ N1y

=ep [1+§1HM+O(62)

gdje je u proizvoljna energijska skala (tj. proizvoljni parametar dimenzije energije), a "novi" ep je bezdimenziona-
lan i stoga prihvatljiv perturbativni parametar. Dobijamo:

d 2 2 2 2
(d)pv 2) = 2, v dk (1-3)k —[m?+2(1l —2)p’] o v

Sad moZemo iskoristiti (5.5.6) kako bi izvukli iz tog izraza funkciju I1(p?):

(d) 2 a—g di dek 1 )k’2 [m? + z(1 — ) p?]
I, (p / / R a1 id? (5.5.10)

Sad moZemo napraviti Wickovu rotaciju i provesti integracije. No, integrale koji se pojavljuju smo ve¢ tabelirali —
integral koji ima k2 u brojniku je oblika (5.4.19), dok preostali dio ima oblik integrala (5.4.18), gdje je

A=m?—z(1l-z)p?

10Sjetite se da u blizini d = 4 gama-matrice tretiramo kao da su 4 x 4 matrice, pa je tr 1 = 4.
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Uvrstavanje tih izraza i sredivanje daje:

(N ORI GRS

Ako uidentitet I'(1 + z) = zI'(2) uvrstimo z = 1 — d/2 dobijamo da ¢lan u uglatoj zagradi identi¢ki i§¢ezava. Ono
Sto preostaje je

1
d), 2 8 pf 2 21—¢/2
Hg )(p ) = WF(G/Q)/O dez(1 —2)[m? — z(1 — z) p?] =/
gdje smo uvrstili d = 4 — €. Sad treba napraviti razvoj oko ¢ = 0 na isti naCin kao $to smo to napravili u (5.4.12).
Rezultat je:

2 _1/1 _nd2 p __ I
Iy (p®) = 272 J, dx z(1 — x) ; +1In [mQ—x(l—x)pQ] , u—\/ﬁﬁe o (5.5.11)

gdje smo odmah odbacili O(e) doprinos jer i§¢ezava u limesu e — 0. Integral se, u stvari, moZe analiticki napraviti,
no rezultat nije neSto posebno transparentan pa ¢emo to ostaviti Citatelju za zabavu. Umjesto toga, preci ¢emo na
analizu nekih vaznijih fizikalnih posljedica gornjeg izraza.

Uocite pojavu proizvoljne skale . Sli¢nu stvar smo vidjeli prije kod regularizacije putem ¢vrstog odsjecanja A.
Bez obzira koju vrstu regularizacije koristili, zakljucak je uvijek isti:

[ Regularizacija uvijek unosi proizvoljnu skalu.

Pojava proizvoljne skale na prvi pogled moze izgledati kao neko potencijalno problemati¢no svojstvo, ako ne
i nefizikalno. No, upravo obrnuto, ona se moZe okrenuti u naSu korist. PoSto mjerljive veliCine, reprezentirane
operatorima ()}, ne smiju ovisiti o proizvoljnoj skali, moraju zadovoljavati jednadZbu

5 _y (5.5.12)
dp

Ako upotrijebimo logiku u suprotnom smjeru, vidimo da ova jednadZzba filtrira kandidate za mjerljive veliine u
teoriji. Gornja jednadzba se naziva jednadzba renormalizacijske grupe, i njena analiza moze dati vazne podatke o
svojstvima dane teorije. Renormalizacijska grupa se razmatra u odjeljku 5.6.

Zadatak 5.5.2: Dokazite da G4" zadovaljava (5.5.7), tako §to éete eksplicitno izralunati ¢lanove proporcionalne p*p”
bez koristenja Wardovog identiteta. To je vazno jer pokazuje da petlje Cuvaju Wardov identitet, i to u off-shell racunu.

5.5.3 Fizikalni uéinci polarizacije vakuuma. Efektivni naboj

Vratimo se sada na izraz za potencijalnu energiju (5.5.8). Kako je u prirodi elektri¢ni naboj kvantiziran, moZemo
pisati 12 = ni2ep, gdje su ny 2 € Z, pa(5.5.8) postaje

> ning

V(p?) = e ep[1 — e 11(p?)] (5.5.13)
Sam po sebi ep nije mjerljiva veliina, no potencijalna energija je. To zna¢i da moZemo definirati renormalizirani
naboj ep tako da odaberemo neki proizvoljni pg 1 definiramo

=~ ning o 2 297 (2 = _ vV
Vp2:—7e e er = —py Vi(p Vi=
) = "% =) . =
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To nam omoguéava da izrazimo goli naboj e g pomoéu renormaliziranog naboja ep:
2 2 2 2 2 4 2 6
¢ = ep[1 — ep (pg)] = ef — ep Ma(pg) + O(ep)

Invertiranje gornjeg reda daje:
2 2 4 2
e = eh + ep Ma(pd) + 0(eh) (5.5.14)
Ponovo vidimo da redovi koji povezuju gole i renormalizirane konstante vezanja uopée nisu dobro matematicki defi-
nirani jer koeficijenti (npr. Ily) divergiraju za d — 4. I, ponovo, pravit éemo se da nas to ne zanima i promatrati ove
redove samo formalno. Ponovo naglasimo da razlog zaSto to nije nefizikalno je $to goli naboj nije mjerljiva veli¢ina.
Uvrstavanjem u (5.5.13) napravimo sad razvoj potencijalne energije izmedu Cestica naboja e:

Vi(p?) = —p12 e — ep I2(p?) + O(ep)] = _plz {eh — ek [M2(p?) — M2 (pF)] + O(ehr) }
gdje smo u drugoj jednakosti upotrijebili (5.5.14). Ono §to je vazno uoiti je da je II(p?) — II(p2) konacno jer se
¢lanovi s 1/e krate, tako da potencijalna energija ima regularan razvoj u renormaliziranom naboju (bar do reda e%).
Takoder uocite da je iz igre ispala i proizvoljna skala p, $to je oekivano svojstvo jer je razlika potencijalnih energija
mjerljiva veli¢ina pa mora zadovoljavati (5.5.12).

Jedan fizikalno vaZan odabir renormalizacijske skale je p2 = 0, jer to odreduje ponaSanje V (r) za r — oco. Posto
je standardan naCin mjerenja elektri¢nog naboja taj da se mjeri sila na velikim udaljenostima, to znaci da je eg(0) = e,
gdje je e standardno definirani naboj npr. protona ili pozitrona. Za ovaj odabir renormalizacijske skale vrijedi:
1 1 2

II(p?) — I1(0) = “92 . drz(l —z) In [1 —z(1—2) ’TI;L2] + 0(e?)
paje 2 2 1 2
i (& (& p
Vi(p®) = . {1 + 27T2/O drz(l—x)In [1 —z(1—2) mQ] } + 0(e?) (5.5.15)

Potencijalna energija u z-prostoru, koja se dobije kao Fourierov transformat gornjeg izraza po p u rezimu |p°| <
|p|, je dana s:

2

2 o0 2
Vi(r) = o (1+ c / do /2P 1= He”’“) +0(e%) (5.5.16)
1

 dar 612 2

Ovaj izraz se naziva Uehlingov potencijal. U limesu r > 1/m ("'velike udaljenosti') svodi se na:

Qe emer

NG W] +0(d) ,  r>1/m (5.5.17)

Vl(r)%o;e[l—i—

Vidimo da prva korekcija Coulombovog potencijala brze nego eksponencijalno i§¢ezava na velikim udaljenostima, i
da je doseg tog ¢lana ~ 1/m.

1z (5.5.17) vidimo da kvantni doprinosi u teoriji polja mijenjaju potencijal formalno na sli¢an nacin kao §to to radi
polarizabilni medij u klasi¢noj elektrodinamici. Kako ovdje nema medija nego se sve zbiva u vakuumu, ovaj efekt se
naziva polarizacija vakuuma. Pojednostavljeni opis ove pojave je sljedeci: Kao $to smo vidjeli, vakuum nije prazan
jer u njemu postoje fluktuacije kvantnih polja. Ove fluktuacije mogu se reprezentirati stalnom tvorbom i anihilacijom
virtualnih parova &estica-antiCestica (npr. e~ e*) u &itavom prostoru. Kada jedan takav par nastane u prostoru u blizini
fizikalnih naboja, uslijed djelovanja elektromagnetskog polja orijentira se poput malenog dipola i stvori zasjenjenje
fizikalnih naboja. Posljedica je naruSenje Coulombovog zakona.

Koristan koncept je efektivni naboj ( e.q(p?) ) koji se definira na sljede¢i nacin:
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Ceff (p2 ) 2

Vi(p?) = — = (5.5.18)

Logika je da eqq(p?) igra istu ulogu na skali [p?| koju igra "standardni" naboj e na skali p? ~ 0. Kako u t-kanalnim
on-shell procesima, poput (5.5.1), uvijek vrijedi p?> < 0, spretno je uvesti pozitivnu veli¢inu Q? = —p? > 0 i izraziti
efektivni naboj pomocu nje, ec(Q) = eopr(p?).

U praksi se u razmatranjima umjesto naboja obi¢no koristi efektivna konstanta fine strukture definirana kao

eet(Q)? 1

aeff(Q) = An ) aeff(o) = Qe = ﬁ

(5.5.19)

Koriste¢i (5.5.15) moZe se pokazati da je a. s () rastuca funkcija kako idemo od @ = 0. RaCun u okviru Standard-
nog modela, koji ukljucuje doprinose svih nabijenih Cestica, pokazuje da je aefr(90GeV) =~ 1/128 Sto je dovoljno
razli¢ito od a, &~ 1/137 (razlika ~ 7%) da u iole preciznijim ratunima moramo uzeti u obzir.

Na sli¢an nacin moZemo definirati efektivni naboj i konstantu fine strukture u z-prostoru putem

‘71(T> _ @eff(T')

r

Nije tesko zakljuciti da su ove dvije definicije povezane na nacin:

Qefp(Q) = aepr(1/Q)

Zadatak 5.5.3: Dokazite (5.5.16)1(5.5.17).

Nerelativisticki rezim. Doprinos Lambovom pomaku

Razmotrimo izraz za potencijalnu energiju u podru¢ju impulsa |p?| < m?2. U tom slu¢aju imamo:

1p2

! p2 p2 ! 2 2
l—z)In|l—2(l—2)—|~—"= l—2)?=——
/0 dx x( x) n[ x( x) mQ] m2/0 dx z=( x) 30 2

Uvritavanje toga u (5.5.15), uz dodatno koristenje |p°| < |p|, daje

2 64

~ e

VipH) =+ ——
1(p7) p? + 6072 m?2

Fourierov transformat prvog Clana, kao $to smo ve¢ pokazali, daje Coulombov zakon, dok je transformat drugog

¢lana, koji je konstanta, naprosto Diracova delta funkcija. Slijedi da je potencijalna energija u ovom reZimu pribliZzno

dana s:

e? et

Vit~ — + —— 3 5.5.20
1)~ ot somz O ®) ( )

Drugi ¢lan, koji je korekcija na Coulombov zakon, se obi¢no naziva Uehlingov ¢lan. Usporedba s (5.5.17) pokazuje
da je izraz (5.5.20) "grublji" od izraza (5.5.17), koji pokazuje da postoji eksponencijalni rep Sirine 1/m koji (5.5.20)
ne vidi ve¢ daje potpunu lokalizaciju u ishodiStu. Stoga treba biti oprezan u primjeni (5.5.20). S druge strane (5.5.20)
je puno jednostavniji od (5.5.17), tako da su racuni s njim bitno brzi i laksi.
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Obratite paznju da dominantni doprinos daje najlaksa nabijena Cestica, $to je u stvarnosti elektron. PoSto su sve
ostale nabijene Cestice bitno masivnije od elektrona u stvarnim primjenama moZemo pisati m = m, 1 zanemariti
doprinos ostalih polja.!!

Pretpostavke koje smo napravili se mogu napisati i kao

Pl<lpl . Ipl<m

Sto je u stvari nerelativisticki rezim. To znaci da se ovaj oblik kvantno-korigirane potencijalne energije moze opcenito
koristiti u nerelativistickim racunima, kao $to je racunanje utjecaja na elektronske orbitale u atomima. Primjena
standardnog racuna smetnje na Uehlingov ¢lan nam daje pomake energetskih nivoa u najniZzem redu kao:

3 2 42042 2
AEy = (0, 1[Vuen|n, 1) = | &% |[{n(X)|* Vien(x) = =5 [¢n(0)]

15 ms
gdje je Z redni broj atoma, a ,,; valna funkcija elektrona u stanju opisanog standarnim kvantnim brojevima n =
1,2,...i1=0,...,n—1 = s,p,d,.... PoSto samo s-stanja (I = 0) imaju 1,,;(0) # 0, to znac¢i da samo ta stanja
trpe pomake u energiji uzrokovane Uehlingovim ¢lanom. Vidimo da Uehlingov Clan stoga razbija degeneraciju u [
tako da razdvaja s-stanja od onih s drugim [ # s. Iz kursa kvantne mehanike znamo da je valna funkcija za ns stanje
u nerelativistickoj aproksimaciji dana s
1 [ Zaeme\*?
wns = = ( . e>

N3 n

Uvrstavanje gore daje da Uehlingov ¢lan vodi na pomake energija s-stanja (I = 0) dane pribliZno s

4.5
4Z% a2 me

Aby ~ = 157 n3

S0 (5.5.21)

Ovaj pomak se obi¢no naziva Uehlingov efekt. Prije njegove ozbiljnije primjene moramo provjeriti je li, i u kojoj
mjeri, (5.5.20) dobra aproksimacija potencijalne energije. Da bi to vidjeli, moramo usporediti skalu prostorne pro-
mjene valnih funkcija u atomima, koja je dana Bohrovim radijusom ag = (Zmea.) ™!, sa skalom dosega Uehlingove
korekcije 1/m (koja je aproksimirana s 0 u ra¢unu). Da bi eksponencijalni rep u (5.5.17) bio zanemariv, mora vrijediti

1/me
ap

=Za, K1 - Z <137

Vidimo da za atom vodika (Z = 1) o€ekujemo da je to zadovoljeno s preciznoséu ~ 1% Sto je sasvim dobro, a za
lagane atome (Z ~ 10) s preciznos$éu ~ 10%. Za teske atome Z ~ 100 aproksimacija (5.5.20) nije upotrebljiva.

Kao primjer primjene Uehlingovog efekta razmotrimo n = 2 stanja, 2s i 2p, u vodikovom atomu (Z = 1).
Prednost razmatranja ovih nivoa je Sto Diracova (relativisticka) teorija vodikovog atoma daje njihovu egzaktnu dege-
neraciju, Sto znaci da cijepanje u cjelini dolazi od korekcija koje daje kvantna teorija polja. 1z (5.5.21) slijedi da je
cijepanje izmedu ovih stanja:
adme

307

AE(25—2p) = Egs — Fop ~ — ~—1.122 x 1077 eV
Ako izrazimo to pomocu ekvivalentne frekvencije prijelaza i uvrstimo numericke vrijednosti za a, ~ 1/137, masu
elektrona m, i m dobijamo (u SI sustavu)

AFE(25—2p)

~ —27 MH
2mh 7 g

VUehl =

'"Prva sljedeca nabijena Gestica po masi je mion koji je priblizno 210 puta masivniji od elektrona. Pogto je Uehlingov ¢lan proporcionalan s
1/m? to znadi da je doprinos miona potisnut priblizno za faktor (1/210)% = 2.3 x 107°.
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Ovaj pomak, koji dolazi od Uehlingovog efekta, daje relativno mali doprinos tzv. Lambovom pomaku, koji je pri-
bliZno vpamp ~ 1028 MHz, a koji uglavnom dolazi od drugih korekcija uslijed petlji u okviru kvantne elektrodi-
namike (tzv. radijativne Korekcije) koje ¢emo razmotriti u kasnijim poglavljima. Lambov pomak se moZe mjeriti
dovoljno precizno tako da se testira i slabasan Uehlingov doprinos. Slaganje izmedu teorije i eksperimenta je dovoljno
dobro da mozemo reci da daje nezavisnu potvrdu valjanosti kvantne elektrodinamike.

Zadatak 5.5.4: Mionski atom. Razmotrite atom u kojem oko protona umjesto elektrona orbitira mion (u~), Cestica
koja ima jednak elektri¢ni naboj (—e) kao elektron i masu m,, ~ 210m, (u ovom zadatku zanemarite nestabilnost
miona). Koristeéi rezultate dobijene iznad za obi¢ni vodikov atom napravite sljedece:

(a) Izracunajte Uehlingov efekt za ovaj mionski atom. Izracunajte doprinos Uehlingovog efekta na energiju cijepa-
nja i frekvenciju prijelaza izmedu 2s i 2p stanja i usporedite rezultate s onima za obi¢an atom vodika.

(b) Ostale radijativne korekcije koje doprinose Lambovom pomaku se uglavnom linearno skaliraju s masom Cestice
koja orbitira. Koristeci ovo i rezultate iz (a) dijela zadatka izvrijednite ukupno Lambovo cijepanje izmedu 2s i
2p stanja i pokaZzite da u ovom slucaju Uehlingov efekt dominira u odnosu na ostale radijativne korekcije.

(c) Razmotrite valjanost primjene aproksimacije Uehlingovog potencijala s (5.5.20) za slu¢aj mionskog atoma.
Koliko moZete vjerovati rezultatima dobijenima u (a) dijelu zadatka?

Male udaljenosti — veliki impulsi. ''Veliki logaritmi''

Razmotrimo sada suprotan limes velikih impulsa, Q? = —p? > m?, §to odgovara r < 1/m. U ovom reZimu (5.5.15)
postaje

_ 2 2 2
@)~ & (1 b ffﬁ) L o)

Slijedi da je efektivna konstanta fine strukture, definirana u (5.5.18)-(5.5.19), dana s

2
2e In — O(a§)> o QP=—p > m? (5.5.22)

aeff(Q) = Q¢ (1 + 31

U pravilu perturbativni razvoj moZe biti smislen samo dok je korekcija manja od nultog ¢lana, Sto za gornji izraz
znaci

3
QSan:mexp< 7T>~m><1()280
20,

Za procese Cija karakteristicna energija je £/ 2 (Qnp ne bismo mogli koristiti perturbativni racun. Iako ovo nije
fundamentalna zapreka na teoriju, kako smo zasad u prakticnim racunima uglavnom ograniceni na primjenu pertur-
bativnog racuna, ovo ipak €ini ozbiljnu prakti¢nu zapreku jer onemoguéava primjenu teorije na velikim energijama.

No, sre¢om stvari nisu jako problematicne. Naime, ako za masu stavimo masu elektrona, m = m, = 511keV,
dobijamo da je skala na kojoj o¢ekujemo "pucanje" perturbativnog razvoja Qnp ~ 10286 eV, §to je 273 redova veli-
¢ine vece od trenutno eksperimentalno dostupnih energija (13 TeV na LHC sudaracu Cestica) pa s Cisto prakti¢no-
fenomenoloske strane ne predstavlja problem.'?

12Takoder je Qnp vece od Planckove skale za 257 redova velicine, tako da se pobornici miSljenja da kvantne teorije polja ne opisuju dobro
prirodu na skalama iznad Planckove skale jo§ manje moraju brinuti.
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Aproksimacija vodeceg logaritma. Landauov pol

Ipak, iz Cisto teorijskih razloga zanima nas kako se ponasa kvantna elektrodinamika na proizvoljno visokim ener-
gijama, /' > (Qyp. Gornja analiza pokazuje da u tom reZimu vjerojatno nema smisla rezati perturbativni raun na
nekom kona¢nom redu. No, posto (zasad) ne znamo neperturbativno racunati, na to pitanje ne mozemo dati pouzdani
odgovor.

No, ono $to mozemo je izraCunati doprinos specificnog tipa Feynmanovih dijagrama i sumirati ih u svim redovima.
Iako ovaj racun ispusta beskonacan broj Feynmanovih dijagrama, postoji nada da rezultat moZda ipak daje ispravno
ponasanje teorije na visokim energijama, makar u najgrubljim crtama, jer ukljucuje doprinose koji potjecu iz svih
redova racuna smetnje. U racunu za II*” jedan takav "toranj" Feynmanovih dijagrama je dan s:

(5.5.23)

Uzimanje samo ovakvih dijagrama se naziva aproksimacija vodec¢ih logaritama.
Koristenjem Feynmanovih pravila i definicija za II,,, i I3, dobijamo:

o0

1 1
2\ 2 2 2 _ "
I (%) & Tl (p) + 25 T, () T (0°) + -~ = ZW (115)",,
n=1
gdje IT5 oznacava matri¢ni produkt n matrica I15,,. Koriste¢i ovaj izraz moZe se pokazati da je potencijalna energija
dana s:
2 [ > 2 2\ " 2
- e e Q 1 e
R CE [Z (i525) ] R .
n=0 1272 m?

Uocite da smo doprinos ovog tornja Feynmanovih dijagrama, iako ih ima beskonacno, uspjeli sumirati u konacan
analiticki izraz. Sada vidimo da je efektivna konstantna fine strukture dana s:

Qe
g @~ ———7o Q' =-p'>m (5.5.25)
1-— ﬁ In m2

Vidimo da u aproksimaciji vodeéih logaritama efektivna konstanta vezanja u kvantnoj elektrodinamici postaje besko-
nacna za ) = @)1, = Qnp, Sto bi znacilo da se teorija uopée ne moze definirati na skalama iznad Q1. To je razlog
zasto se ()1, Cesto naziva Landauov pol. Ukoliko uistinu postoji Landauov pol, kvantna elektrodinamika na skalama
()1, ima ozbiljniji problem od toga da postaje neperturbativna.

Koliko god gornji rezultat bio sugestivan, moramo se prisjetiti da dijagrami koje smo uzeli u (5.5.23) predstavljaju
samo dio doprinosa II,,,, jer postoji beskona¢no drugih dijagrama koji takoder daju neiS¢ezavajuci doprinos, pa ne
mozemo biti sigurni da je formula (5.5.25) na skalama oko ();, smislena, ukljucujuci predikciju Landauovog pola.
Takoder treba biti skeptican prema koriStenju perturbativnog razvoja u neperturbativnom reZimu, ¢ak i kad znamo
isumirati dijagrame. Stoga je ponaSanje kvantne elektrodinamike na vrlo visokim energijama i dalje otvoreno pitanje
na koje se ne zna odgovor.

Vidimo da problem u gornjoj analizi predstavlja Cinjenica da razvoj u (5.5.22) nije razvoj samo po <, nego i
po veli¢ini a In(Q?/m?). Bez obzira kako a. bio malen, za dovoljno visoke energije ova veli¢ina e postati reda
veliCine jedan pa ovako definiran Feynmanov razvoj postaje neupotrebljiv. Pitanje koje se namece je da li moZzemo
definirati neku drugu vrstu razvoja u kojoj nece figurirati ''veliki logaritmi''. Odgovor je da postoji i zasnovan je na
ideji klizne skale i metodama renormalizacijske grupe.

Zadatak 5.5.5: Dokazite (5.5.24).
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5.6 Osnove renormalizacijske grupe*

5.6.1 Klizna skala

Razmotrimo sada pitanje kako preformulirati perturbativni razvoj tako da izbjegnemo velike logaritme, poput onog
prisutnog u (5.5.22). Uogimo prvo da smo renormaliziranu konstantu vezanja ep = e definirali na skali p?> = 0,
dakle “daleko” od skale procesa koja za velike logaritme zadovoljava () > m (alternativno reeno, zanemarujemo
masu, m = 0). Tu se odmah rada ideja klizne skale: ukoliko promatramo neki proces ¢ija skala je dana s () mozda
trebamo definirati renormalizirani naboj na skali E koja nije “daleko” od skale @, tj. eg — e (E), E ~ Q. Ovako
definirana konstanta vezanja ep = e.g(F), koju “klizemo” sa skalom procesa koji razmatramo, se naziva klizno
vezanje (eng. running coupling).

Idemo sada pokazati da primjenom kliznog vezanja izbjegavamo velike logaritme. Radi jednostavnosti razmotrit
¢emo rezim @, E > m. Posto je po definiciji:

2 2
2 _ 2 € E 4
eE—e <1+ 127‘(’2 h’lm‘i‘o(e ))

invertiranje ove relacije daje

Uvrstavanje u (5.5.22) daje:

4 2

e
eet(Q)2 = €% + 12];;2 In Tt O(€%) (5.6.1)

Vidimo da ukoliko to uvrstimo u mjerljivu veli¢inu Vi (Q), viSe nema velikih logaritama jer je |In(Q/E)| <1 za
E ~ @, pa je konvergencija perturbativnog razvoja odredena samo iznosom klizne konstante vezanja ep.

5.6.2 Jednadzba renormalizacijske grupe

Ostaje pitanje kako izraCunati konstantu vezanja er na proizvoljnoj skali F, ukoliko iz eksperimenta znamo njen
iznos na nekoj specifi¢noj skali Fg. Npr. u elektrodinamici e se tradicionalno mjeri na makroskopskim udaljenostima,
Sto odgovara Fy = 0. Uodite prvo da se veza izmedu dva klizna vezanja za dvije skale E i E’ dobije iz (5.6.1) tako
da stavimo Q = E’. Ako uzmemo da su skale infinitezimalno blizu, ' = E + dFE, relacija (5.6.1) postaje:

2 °p
dep) = 5 5 1272 T2

1 E? +2EdE €}, | dE e}, dE
_ . _
6m2 E

Nakon uvrStavanja d(e%) = 2ep deg dobijamo

de E de E
— = = 5.6.2
dE — d(nE) Bler) (5.6.2)
gdje je beta funkcija spinorne kvantne elektrodinamike dana s
63 5

(5.6.2) se opéenito naziva jednadzba renormalizacijske grupe.'3

BRenormalizacijska grupa nije grupa u standardnom matematickom smislu, ve¢ monoid. No, iako se radi o matematitki nepreciznom
nazivu, toliko se udomacio da je preZivio u ovom obliku.
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Par vaznih napomena o renormalizacijskoj grupi:

1. Fukcija 3(e) ovisi samo o konstanti vezanja ep, ali ne i o E eksplicitno, i moze se pokazati da to vrijedi
u svim redovima racuna smetnje. Ovo je opéenito svojstvo beta funkcija u svim teorijama polja. Beta
funkcija se moZe dobiti Feynmanovim ra¢unom za proizvoljni red, s tim da svaki sljedeéi red ukljucuje
dijagrame s jednom nezavisnom petljom viSe, $to znaci bitno povecanje komplikacije racuna.

2. Pitanje racunanja klizne konstante vezanja za proizvoljnu skalu u je svedeno na rjeSavanje obi¢ne auto-
nomne diferencijalne jednadZbe prvog reda. Za jednoznacno rjeSenje trebamo jedan pocetni uvjet, npr.
€0 = eg,, dakle samo trebamo izmjeriti iznos od e za jednu vrijednost od E.

3. Kvantne teorije polja obi¢no imaju vi$e parametara u lagranZijanu, oznagimo ih s ¢, j = 1,...,n.
U tom slucaju za svaki nezavisni parametar postoji pripadna jednadzba pa jednadZbe renormalizacijske
grupe ¢ine vezani autonomni sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi s n beta funkcija:

dg(]) j 1 n .
ETE :B(J)(gl(g),...,g%)) , ji=1...,n

QED u kojoj se materija sastoji od jedne masivne Cestice (m # 0) ima dva parametra, e i m. Razlog
zaSto smo u (5.6.2) dobili zasebnu jednadzbu za e je jer smo u izvodu nametnuli £ >> m, §to je formalno
ekvivalentno kao da smo uzeli m — 0 drZe¢i konacan E # 0.

4. Cinjenica da je koeficijent najniZeg ¢lana u perturbativnom razvoju beta funkcije za QED pozitivan znadi
da je ep strogo rastuca funkcija od E. Ovo vrijedi sve dok je e dovoljno malen tako da je aproksimacija
prvim ¢lanom u (5.6.3) dovoljno dobra.

Sada ¢emo demonstrirati tehnike perturbativnog rjeSavanja i analize rjeSenja jednazbe renormalizacijske grupe na
dva primjera: (1) kvantna elekrodinamika u kojoj renormalizacijska grupa ne daje neku sustinsku prednost u odnosu
na standardni perturbativni razvoj s fiksnom skalom, (2) kvantna kromodinamika u kojoj dolazi do izraZaja puna snaga
klizne skale i renormalizacijske grupe.

5.6.3 Primjeri rjeSavanja jednazbe renormalizacijske grupe
Kvantna elektrodinamika

Predimo sada na eksplicitno rjeSavanje jednadzbe renormalizacijske grupe. Kao prvi primjer razmotrimo QED u
rezimu E > m, koja je dana s (5.6.2)-(5.6.3). Pretpostavit ¢emo da je er dovoljno malen da mozemo aproksimirati
beta funkciju prvim ¢lanom u (5.6.3). Diferencijalna jednadZba se moZe lako rijesiti tehnikom separacije varijabli i
opée rjesenje je:

_ o) _ %
ae(E) - 1_ ae?EEO) ln% ) ae(E) = A
us EO

gdje smo presli na “prirodnu” konstantu vezanja u QED, tj. (kliznu) konstantu fine strukture o, (F). Ponovo vidimo
naznaku Landauovog pola, no ponovo napomenimo da je ovo rjeSenje smisleno samo dok su a (E) i e (Ep) dovoljno
mali da je aproksimacija beta funkcije zadovoljavajuéa, Sto znaci daleko od lokacije pola.

Kvantna kromodinamika

Za drugi primjer uzet éemo kvantnu kromodinamiku (eng. quantum chromodynamics ili kraée QCD), teoriju koja
opisuje jako medudjelovanje. Ponovo ¢emo razmotriti skale koje su puno vece od masa (relevantnih) kvarkova,
B> my.
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MoZe se pokazati (dokaz nije sasvim jednostavan'#) da je beta funkcija za QCD dana s:

3

_ 9 12

gdje je g QCD konstanta vezanja, a ny je broj kvarkovskih okusa. U Standardnom modelu je ukupni broj okusa
ny = 6, Sto daje n = 7 > 0. Odmah vidimo da je u slu¢aju 1 > 0 (3to vrijedi za ny < 17) koeficijent ispred vodeceg
¢lana u perturbativnom razvoju beta funkcije negativan, za razliku od QED. Sad éemo pokazati da to ima dramati¢ne
posljedice. JednadZba renormalizacijske grupe je sada:

(5.6.4)

dge
d(In E)

, 9k
5.6.5
= B(gE) = 16,2 (5.6.5)
gdje ponovo pretpostavljamo da je rjeSavamo u rezimu u kojem je gg dovoljno malen da moZemo aproksimirati beta
funkciju vodeéim Clanom u perturbativnom razvoju. Separacija varijabli vodi na opce rjeSenje

2
as(Eo) as(E) = JE (5.6.6)

E —
Cts( ) 1—|—7]a5(E0) lnE ) AT
0

Vidimo da sve dok je n > 0 dobijamo da je as(E) strogo padajuca funkcija i da je
lim as(E) =0 (5.6.7)
E—oo

Uocite odmah mo¢ renormalizacijske grupe: iako za F >> FEjy logaritam postaje velik, §to, kao Sto smo prije vidjeli,
znaci da standardni perturbativni racun s fiksnom renormaliziranom konstantom vezanja puca, rjeSenje jednadzbe
renormalizacijske grupe i dalje vrijedi jer je njegova valjanost u potpunosti odredena iznosom o (F) i ne ovisi
eksplicitno o veli¢ini logaritma (dapace, u ovom slucéaju kako raste E tako je rjeSenje (5.6.6) sve tocnije jer je gg
sve manji). Eksperimenti pokazuju da je u QCD-u

as(mz) =0.1184 , myz = 91.1876 GeV (5.6.8)

Sto znaci da je za E 2 100GeV aproksimacija koju smo napravili za beta funkciju sasvim zadovoljavajuéa. Za
energije £ ~ mz u QCD-u u formuli (5.6.4) treba koristiti ny = 5 (3to znaCi = 23/3) jer masa top kvarka
(m¢ = 173 GeV) ne zadovoljava m; < E ve¢ m; > E pa se doprinos top kvarka moZe zanemariti bez da se unese
velika pogreska.

Ponasanje klizne skale kao u (5.6.7) se naziva asimptotska sloboda jer u takvim teorijama medudjelovanje slabi
kako Cestice prilaze bliZe jedna drugoj, tj. Cestice postaju efektivno slobodne kad su vrlo blizu. To znaci da pri
dovoljno velikim izmjenjenim impulsima, kad je as < 1 moZemo primjenjivati Feynmanov razvoj. No, kako se
FE smanjuje, klizno vezanje raste $to znaci da se medudjelovanje pojacava kako se Cestice udaljavaju.

Ovo svojstvo QCD Kklizne skale razja$njava ponaSanje kvarkova. S jedne strane oni se veZu u jako vezana stanja
(hadrone), koja imaju vrlo mali volumen (r ~ 1fm = 10~'° m), iz kojih ih zasad nitko nije uspio “izvuéi vani” bez
obzira na uloZenu energiju (tzv. kvarkovsko zatocenje). S druge strane u eksperimentima u kojima se napucavaju
visokoenergetske Cestice u hadrone tako da dode do velike izmjene impulsa!® estica metak “vidi” hadron kao da se
sastoji od komada (tzv. partona) koji medusobno vrlo slabo medudjeluju.

Zanimljivo je da (5.6.6) sugerira postojanje Landauovog pola, koji bi mogao biti naznaka trazenog faznog prijelaza
koji vodi na kvarkovsko zatoCenje. Skala A, na kojoj formula (5.6.6) formalno predvida as(Ag) = 1, Sto znaci
pucanje perturbativnog razvoja, je dana s

27 1

147a izvod ove relacije dobijena je Nobelova nagrada. Danas je ovaj radun sastavni dio gradiva na kolegijima iz napredne kvantne teorije
poljav.

158to znati da Gestica-metak “ude duboko u hadron i opipa ga iznutra” a preneseni impuls napravi dar-mar u kojem se kreiraju posve nove
Cestice pa se ovi procesi nazivaju duboko neelasticno rasprsenje.
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Uvrstavanje (5.6.8) i n = 23/3 (ny = 5) daje za QCD Ay ~ 205MeV. Ovaj rezultat je u potpunosti u skladu s
ekperimentima koji ukazuju da je skala jakih medudjelovanja reda veli¢ine 100 MeV.!¢ Naravno, raun kojim smo
dobili A4 nije matematicki korektan jer jednazba (5.6.6) viSe ne vrijedi kad je as(E) ~ 1. To nam govori da gornji
argument, kako god bio sugestivan, ne mozemo uzeti kao dokaz da QCD objasnjava kvarkovsko zatocCenje. Iako
postoji puno naznaka da QCD ispravno opisuje jaka medudjelovanja, potpuni teorijski dokaz kvarkovskog zatocenja
je jos uvijek otvoren problem i efektivno Cini jedan od Millennium Prize Problems u matematici za Cije rjeSenje se
nudi milijun dolara.!”

Za kraj ove kratke analize renormalizacijske grupe u QCD-u, uo¢imo da (5.6.6) moZemo napisati na posebno
jednostavan nacin ako pg izrazimo pomocu polozZaja Landauovog pola Aqcp, za koji se lako dobije da je dan s

2T
A = Fpexp | ————
aeD =0 p[ nocs(Eo)]

Primjena ove relacije u (5.6.6) daje

0y (E) = 2

(5.6.10)
n In

FE
Aqcp

Iz (5.6.8) slijedi Aqcp = 90 MeV. Tocniji racun beta funkcije, koji ukljucuje doprinose do 4 petlje (red a?), daje
Aqcp = 213 MeV.

Izraz (5.6.10) ima jednu interesantnu posljedicu vezanu uz ¢injenicu da se u izrazu ne pojavljuje (bezdimenzijska)
konvencionalno renormalizirana konstanta vezanja ve¢ samo skala Aqcp, koja ima dimenziju energije. To znaci da ée
sve veli¢ine u kvantiziranoj teoriji, koje opisuju neka svojstva ili procese, ovisiti 0 dimenzionalnom parametru umjesto
o bezdimenzijskoj veli¢ini (kako je to slucaj u klasi¢noj teoriji). Ova pojava se naziva dimenzijska transmutacija.

5.6.4 Fiksne tocke i scenariji klizanja

Ukoliko teorija posjeduje samo jednu konstantu vezanja g (ako postoje mase, pretpostavljamo da su zanemarive u
odnosu na skalu F), koja je skalirana tako da je bezdimenzionalna, tada je renormalizacijska grupa opisana obi¢cnom
autonomnom diferencijalnom jednadZbom prvog reda

dgp

d(in E) = B(9r)

Primjenom metode separacije varijabli jednadZbu moZemo formalno integrirati i dobiti:
9e
ln = / g . g0 =9n, (5.6.11)
90

Iz teorije diferencijalnih jednaZzbi znamo da je ponaSanje rjeSenja u potpunosti odredeno osnovnim svojstvima funk-
cije 5(g), tonije polozajem nul-tocaka i pozitivnosti po intervalima ($to je dovoljno da se nacrta tzv. fazni pravac
diferencijalne jednadzbe). Kao $to je poznato, posebno su vazne nul-tocke g., za koje je 5(g«) = 0, koje daju po-
sebnu klasu konstantnih rjeSenja gr = g. = konst i koje dijele fazni prostor u potprostore unutar kojih sva rjesenja
izgledaju jednako (razlikuju se samo za translaciju po E osi). Iz tog razloga se g. nazivaju fiksne tocke i njihovo
pronalazenje Cini prvi korak u analizi ovakvih diferencijalnih jednaZzbi.

Na slici 5.1 je skicirano nekoliko tipi¢nih oblika beta funkcije koji se javljaju u praksi a koji vode na razlicite
scenarije renormalizacijske grupe. U svim scenarijima pretpostavili smo da je 3(0) = 0 jer pretpostavljamo da je

'$Pojednostavljeni argumenti iz kojih moZemo razumijeti zagto je skala jakog medudjelovanja 100 MeV su sljedeéi. Masa najlakieg hadrona
(), koja u najvecoj mjeri dolazi od energije jakog vezanja, je priblizno 135 MeV. S druge strane, radijus najlaksih hadrona, koji je mjera dosega
jake sile, je Is ~ 1fm, §to odgovara energijskoj skali od ~ 200 MeV (po formuli I = i/mc).

17U stvari, doti¢ni Millenium Prize Problem samo traZi odgovor na pitanje da li ista Yang-Mills teorija (QCD bez kvarkova), koja naivno
izgleda kao da je bezmasena, posjeduje maseni procjep (eng. mass-gap), tj. da li je razlika energija vakuuma i prvog pobudenog stanja konac¢na
i razli¢ita od nule.
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(d)

Slika 5.1: Neke osnovne varijante ponasanja beta funkcije.

slobodna teorija (opisana s g = 0) rjeSenje, te da je ¢ > 0.!® Razmotrimo sada pona3anje rje$enja za kliznu konstantu
vezanja unutar svakog scenarija. Koristeéi rezultate za primjere koje ¢emo razraditi moZe se razumjeti ponasanje
renormalizacijske grupe za svaki odabir beta funkcije.

(a) Singularitet na konacnoj energiji (Landauov pol)
Uzimamo da je 5(g) > 0 i pretpostavimo da beta funkcija dovoljno brzo raste kad g — oo tako da integral

= dg
B(9) =

konvergira. Iz $(g) > O slijedi da gp raste kako povecavamo E $to znaci da ¢e na nekoj konac¢noj skali Qnp
perturbativni razvoj postati neupotrebljiv. Iz (5.6.11) pak direktno slijedi da je g5 = oo za konaCan £ = @

dan s
0o = Fpex —
“ Oep(/go B(9)

Vidimo da ovakva teorija posjeduje Landauov pol u (). Primjer ovakve teorije je kvantna elektrodinamika u aprok-
simaciji vodedih logaritama.

(b) Stalni rast
Sada pretpostavimo da (3(g) ne raste brzo s g tako da je integral

B(9)
divergentan. Sada gg raste kako poveCavamo F i tezi beskonacnosti kad £ — oco. Interesantno svojstvo u ovom
scenariju je da je vodeci ¢lan u limesu £ — oo nezavisan od konvencionalno renormalizirane konstante vezanja. Na
primjer, ako se za veliki g beta funkcija ponasa kao 3(g) ~ bg*, gdjesub > 0ik < 1 (za k > 1 imali bi scenarij

(a)), tada iz (5.6.11) slijedi da je rjeSenje dano s:

1/(1—k)
:| ) 9o = 9k,

.. E
9E = 0 [1+(1—k;)bg§ 11nF
0

8K vantne terije polja s jednom konstantom vezanja su najéesée dobro definirane samo za jedan predznak efektivnog vezanja, koji odabirom
konvencije moZemo uvijek postaviti da je g > 0. To vrijedi kako za konstantu vezanja A u ¢* teoriji tako i za konstantnu fine strukture o u
kvantnoj elektrodinamici.
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U limesu u kojem je E toliko velik da je u uglatoj zagradi jedinica zanemariva u odnosu na drugi ¢lan, dobijamo

E1Y/0-k)

~|(1-k)bln—
oo~ |(1= b o 2
Vidimo da se gp ne pojavljuje u vode¢em ¢lanu na visokim energijama, no postoji skala Fy. Ovo je pojava dimenzij-
ske transmutacije, koju smo zapazili na primjeru kvantne kromodinamike.

(c¢) Fiksna tocka

Fiksna tocka implicira postojanje specificnog konstantnog rjeSenja gr = g.. Ovakva rjeSenja predstavljaju
izuzetni slucaj u kojem renormalizacija ne uvodi energijsku skalu u teoriju pa se za pripadne teorije kaze da su
skalno invarijantne. U svim poznatim slucajevima skalna invarijantnost implicira postojanje vece grupe prostorno-
vremenskih simetrija koja se naziva konformna simetrija i ¢ini proSirenje Poincaréove grupe. Konformne teorije
polja su izuzetno vaZne u opisu kriti¢nih pojava i faznih prijelaza, te u perturbativnom opisu teorije struna.

Postojanje fiksne tocke dijeli fazni prostor u dva dijela, g < g« ig > g«. Predznak beta funkcije u ovim intervalima
odreduje ponaSenje renormalizacijske grupe. Na primjer, za slucaj prikazan na slici 5.1, gdje je S(g) > 0za g < g«
iB(g9) < 0zag > g. mozemo zakljuditi da u UV limesu (E — 00) gg — g« u oba intevala, pa kaZzemo da je fiksna
tocka UV stabilna. Obrnuto, u IR limesu (¥ se smanjuje) gr se udaljava od g, u oba intervala.

Ukoliko je g, jednostavna nul-tocka, tada u okolini fiksne toc¢ke (g ~ ¢.) u najniZem redu vrijedi

E

B(g) = a(g — g«) = 9B ~ gx + (90 — g+) (Eo> (5.6.12)

U primjeru sa slike 5.1 vrijedi da je a < 0. Parametar a je jedan od Kkriti¢nih eksponenata teorije.

(d) Asimptotska sloboda

U ovom slucaju beta funkcija je negativna, $to znaci da se g stalno smanjuje kako FE raste. To znaci da bez obzira
na pocetni uvjet, tj. iznos od gg za neki Ejy, za dovoljno veliki E vrijedit ¢e da je g < 1. Pretpostavimo da je u tom
rezimu beta funkcija u vode¢em redu dana s

Blg)=—-bg" , b>0

Posto je u praksi vodeci ¢lan odreden Feynmanovim dijagramima najniZeg reda koji doprinose beta funkciji, slijedi
dajen € Nin > 1 (u veéini teorija n = 2). UvrStavanje u (5.6.11) i integriranje daje rjeSenje:

—1/(n—-1)
:| ) 90 = 9E,

E
9E = 9o [l +(n—1)bgy ' In —
Ey

U limesu £ — oo dobijamo

—1/(n—1)
g — [(n —1)b1In ] (5.6.13)
Ey
Sve dok je gr < 1 moZemo Koristiti ovu aproksimaciju, neovisno o iznosu logaritma. Vidimo da vrijedi
lim gg =0 (5.6.14)
E—oo

Sto je pojava asimptotske slobode. Takoder vidimo da se u (5.6.13) ne pojavljuje konvencionalno renormalizirana
konstanta vezanja gg ve¢ samo pripadna skala p, Sto je pojava dimenzijske transmutacije. Obje ove pojave smo
vidjeli na primjeru kvantne kromodinamike.
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5.7 Anomalni magnetski moment

U odjeljku 4.10.10 pokazali smo da se u nerelativistickom limesu Diracova jednadZzba u vanjskom stacionarnom
elektromagnetskom polju svodi na jednocesti¢ni hamiltonijan:

2

p q o
H=— -—B: (L = — =2

gdje je L orbitalni angularni moment, a S spin. Parametar g je tzv. g-faktor Cestice , koji reprezentira relativnu jakost
intrinzi¢nog magnetskog dipolnog momenta u odnosu na jakost spin-orbita vezanja. Kao $to smo ve¢ analizirali,
iz izraza za hamiltonijan moZemo ocitati da je jedna posljedica spina postojanje unutra$njeg magnetskog momenta

Cestice danog s:
99
p====S
2m

Vrijednost g = 2 je dobijena u klasi¢noj aproksimaciji, i, kao $to ¢emo uskoro vidjeti, postoje korekcije kvantne teorije
polja (radijativne korekcije) koje Cine da iznos od g nije to¢no 2. Ove korekcije nisu univerzalne i generalno ovise o
detaljima kvantne teorije polja koji ukljucuju i kineticke parametre (spin i iznosi masa Cestica) i dinamicke parametre
(vrste medudjelovanja i vrijednosti konstanti vezanja). U ovom odjeljku izracunat éemo korekciju g za elektron u
najniZzem redu Feynmanovog racuna, koja dolazi od dijagrama s jednom petljom u elektrodinamici. Napomenimo da je
ovaj racun u literaturi napravljen u petom redu i da je slaganje teorije i eksperimenta na 11 signifikantnih decimala (Sto
je ujedno i tocnost i eksperimenta i teorijskog racuna). Ovakvo impresivno slaganje teorije i eksperimenta je unikatno
u znanosti i pokazuje koliko je Standardni model fizike elementarnih Cestica, a posebno kvantna elektrodinamika,
dobar model za opis fundamentalnih prirodnih zakona.

5.7.1 Ekstrahiranje magnetskog momenta

Zbog sloZenosti racuna koji nam slijedi, potrebno je maksimalno pojednostavniti i skratiti sve dijelove racuna, kako se
ne bi gubilo nepotrebno vrijeme i energija. To znaci da je dobra ideja naci nacin kako direktno izraCunati g-faktor bez
da moramo raditi nerelativisticki limit. Da bi ovo postigli, prisjetimo se kako smo izvukli unutarnji magnetski moment
iz Diracove jednadZbe u odjeljku 4.10.10. Kljuc je da je on doSao od ¢lana o#” F},,, u jednadzbi (4.10.46) idaje g = 2
bila posljedica toga da je faktor ispred ovog ¢lana ¢/2. Da je faktor bio ¢'q/4, gdje je ¢’ neki realni broj, dobili bi da
je g = ¢'. Stoga je spretan i ujedno Lorentz kovarijantan nadin za izvuéi doprinose g-faktoru pronaci veli¢inu za koju
drvasti dijagrami daju doprinos proporcionalan veli¢ini o#” F},,, i potom izracunati faktor koji se javlja nakon Sto se
uracunaju kvantne korekcije koje dolaze od dijagrama s petljama. Uobicajeno je da se od tog faktora odbije jedinica,
koja Cini klasi¢ni doprinos, i tako dobije veli¢ina koja se naziva anomalija magnetskog momenta a koja je povezana
s g-faktorom putem relacije: g—2

Ova veliCina sadrzi samo radijativne korekcije unutarnjem magnetskom momentu Cestice i stoga predstavlja spretnu
parametrizaciju za nas racun.

Najjednostavnija veli¢ina sa svojstvima koja trazimo je 3-tockasta funkcija, koju éemo oznaciti s M*(p1,p2), u
kojoj dvije on-shell noge pripadaju ulaznom i izlaznom elektronu 4-impulsa p; i p2, a jedna noga je off-shell foton za
koju ¢emo uzeti da je amputirana. U drvastoj aproksimaciji ova amplituda je dana s:

iME(p1,p2) = pi i = —igu(p2)y"u(p1) (5.7.2)
n p2

gdje je 4-impuls fotona fiksiran zakonom sacuvanja 4-impulsa pa glasi p = p2 — p;. On-shell uvjet na fermionske
noge znaci da su Cestice na njima fizikalne Sto podrazumijeva

=p3 . (p—mulp) =0=a(p2)(p, —m) (5.7.3)

2
pr=m
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Ako sad upotrijebimo Gordonov identitet koji glasi:

u(p2)(p1 + p2)"u(pr) = 2ma(p2)y"u(pr) + i a(p2)o™” (p1 — p2)u(p1) (5.7.4)

i koji vrijedi za proizvoljne on-shell spinore, vidimo da vrijedi:

'u+ M )
M9 = =g (P5E2 ) i) u(en) = 15 alpa) ™, uln)

Prvi ¢lan je rezultat koji bi nam dao (Du)2 ¢lan (koji bi dobili u skalarnoj elektrodinamici), dok je drugi posljedica
toga da imamo spin 1/2 polje. Obratite paznju da iz antisimetri¢nosti tenzora o slijedi da moZemo pisati:

pv Lo Vi b pw A A L pw
ap, == (c"p, — 0o pl,)<—>§o' (OuAy — 0y M)‘ =_-0"F,

.
5 amp — 3 (5.7.5)

‘amp
gdje smo koristili korespondenciju p,, <+ i0,,, koja postoji izmedu amplituda u p i x prostoru, i gdje "amp" znaci da
moramo amputirati polje A,,. Posto drvasti rezultat mora dati g = 2, vidimo da g moZemo identificirati s —4m/q puta
koeficijent ¢lana ip, uo*”u u izrazu za M*.

Zadatak 5.7.1: Dokazite Gordonov identitet (5.7.4).
Naputak: Koristite (5.7.3).

Koriste¢i Lorentz kovarijantnost egzaktna amplituda M* se moZe raspisati koriStenjem form-faktora na sljedeci
nacin:

iMHt(pr,p2) = P = —iqu(p2) | fr 'Y“Jr%p’er%pS u(p1) (5.7.6)

b1 P2

Tri bilineara su jedini nezavisni Lorentz 4-vektori (sjetite se da je p = pa — p1), a f; moraju biti skalari pa mogu
ovisiti samo o skalarima p?, p; - po i m2. No, posto je p?> = 2(m? — p; - p2) vidimo da se p; - p2 moZe izraziti
pomoéu p?. Poito je izraz normaliziran tako da su veli¢ine fj bezdimenzionalne, ove ofito mogu ovisiti samo o
bezdimenzionalnom omjeru p? /m?.

Sljedeca stvar koju moZemo iskoristiti je Wardov identitet:

0=p- M= fra(ps) pu(p1) + fo (pzl) u(p2) u(p1) + fs b 2) u(p2) u(p1)
= (fa— f2) PPY ) )

m
gdje smo u drugom redu koristili (5.7.3). Rezultat je fo = f3. Primjenom toga i Gordonovog identiteta u (5.7.6)
slijedi da moZemo pisati:

o

M (p1,p2) = —qu(p2) | Fi(p*fm*) 7+ 5

— py Fo(p*/m?) | u(p1) (5.7.7)
gdje su F} i F; tzv. form faktori. U izvodu ove formule koristili smo samo Lorentz kovarijantnost i simetriju na
paritet za koju znamo da postoji u kvantnoj elektrodinamici.'® Drvasta aproksimacija (5.7.2) daje Fy = 1i I = 0.
Koji od dva form faktora moZe doprinositi anomalnom magnetskom momentu? OCito je da F; modificira qip Ay
vezanje. U stvari, moze se zakljuciti da se Citav ucinak promjene Fj svodi na renormalizaciju elektri¢nog naboja,

“Da smo ovaj izvod radili u teoriji u kojoj je paritet narusen, pojavila bi se jo§ dva form faktora povezana s bilinearima @~°u i Gy v .
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koja, kao $to smo vidjeli pri analizi polarizacije vakuuma, ¢ini naboj ovisan o renormalizacijskoj skali. To znaci da ¢e
taj ¢lan uvijek davati doprinos g = 2. Anomalni magnetski moment dolazi iskljucivo od F». MozZemo zakljuciti da ce
magnetski moment na skali danoj s p? imati g faktor dan s g = 2 + 2F»(p?/m?). Posto se u eksperimentima obi¢no
mjeri magnetski moment na nerelativistickim skalama na kojima je p? < m?, g faktor koji se usporeduje s podacima
se dobije iz:

g=2+2F(0) — a = I5(0) (5.7.8)

gdje je a anomalija magnetskog momenta koju smo definirali u (5.7.1). Dakle, na$ zadatak se svodi na izracun form
faktora F»(0).

5.7.2 g-faktor na jednoj petlji

Sada Zelimo izraCunati prvu korekciju anomaliji magnetskog momenta spin 1/2 Cestice naboja ¢ i mase m, koja dolazi
od dijagrama s jednom petljom. Postoje Cetiri razlicita dijagrama ovog tipa. Tri su:

ERP R

Ovi dijagrami mogu dati samo doprinos proporcionalan v*. To se lako zakljuci iz Cinjenice da ovi dijagrami
samo korigiraju propagatore na vanjskim nogama. Stoga ovi dijagrami mogu doprinijeti samo F; form faktoru pa ih
mozemo ignorirati. Preostali dijagram je:

pl

iM5(p1,p2) = L A ik (5.7.9)

14 «
p1 D2

k—p1

i to je jedini dijagram relevantan za raun F5. Primjena Feynmanovih pravila na (5.7.9) daje:

4 —1Mva _ { m ) m
M5 (p1,pe) = (_iq)g/ (ij“ (k — p1n)2 e Up2)Y” (p Jr(z::; %;2 i R (_k;; —G—)ie 7" ulp)
e d'k V(P A+ A+ m)y(E+m)y
= ¢’ u(p2) / @) [k = pr)2 + iel[(p + F)2 — m® + ie][k® — m? & i) "V (5.7.10)

Proceduru za izvrjednjavanje ovakvih integrala smo objasnili u odjeljku 5.4. Prvi korak je Feynmanov trik (5.4.3) u
kojem se dodaje dodatna integracija kako bi se dobila jednostavnija integracija po impulsu u petlji. U ovom slu¢aju
Feynmanov trik se svodi na koristenje

1 1 T

— =2 A —y)B+(1— -3

o2 @ [ dlva+@—pB a0
1 1 1

:2/ da:/ dy/ dzd(x+y+2z—1)[zA+yB+ 2073 (5.7.11)
0 0 0
gdje je u naSem slucaju
A=k —m? +ie , B=(p+k)?*—m?+ie , C = (k—p1)*+ie
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Kratki racun daje:

A+ yB+ 20 =k* + 2k - [yp — 2p1] + 2p] + yp® + (z + y)m?
= [k+yp—2p)” — A+ie
gdje je
A= (1—2)*m?— zyp? (5.7.12)
i gdje smo koristili on-shell uvjete p% =m?1i2p-p; = —p?. Vidimo da je spretno translatirati varijablu integracije
na nacin k — k — yp + zp; tako da nazivnik u razlomku (5.7.11) postaje jednostavno (k* — A)3, $to je poanta

Feynmanovog trika.
Brojnik razlomka u (5.7.10) je pak:

B" = a(p2) v" (p + ¥ + m)y" (k +m)v, u(pr)
= —2a(p2) [F"p + kv"K + m>y* — 2m(2k" + p)|u(p:)

Translacija k — k — yp + zp1, te potom koristenje (5.4.16) i (5.4.17) tako da unutar integrala moZemo primijeniti
kuk, = %mlukz2 i odbaciti ¢lanove linearne u k, te primjena Gordonovog identiteta nakon nesSto duljeg racuna daju

B = [k =2(1 = 2)(1 — y) p* — 2(1 — 4z + 2°) m®] a(p2) v u(p1)
—i2mz(1 — z) py u(p2) " u(p1) + 2m(2 — 2)(x — y) p" u(p2) u(p1) (5.7.13)
Dobili smo tri nezavisna ¢lana umjesto dva jer nismo koristili Wardov identitet. S druge strane, Wardov identitet bi

rac¢un morao dati sam po sebi bez da ga namecemo kao dodatni uvjet. Idemo sad pokazati da je to stvarno tako. U tu
svrhu uocite da posljedni ¢lan u (5.7.13) daje sljedeéi doprinos 3-tockastoj funkciji:

idg>m p* u(p2) u (pl)/ &'k /dﬁﬂ/ dy/ dz5‘”+y+z_1)m

Koristeéi (5.7.12) vidimo da je u integraciji po Feynmanovim parametrima podintegralna funkcija antisimetri¢na na
zamjenu x <> y, pa integral iSCezava. Dakle, moZemo obrisati treci ¢lan u (5.7.13).

U skladu s diskusijom iz proslog odjeljka, za potrebe raCunanja anomalnog magnetskog momenta treba nam samo
¢lan proporcionalan p,,o*”. UvrStavanjem dobijenih rezultata za brojnik (5.7.13) i nazivnik u (5.7.10) dobijamo:

1 1 1 d4k 1
3 — v
MY = 4¢’mp, u(ps2) o u(pl)/o dx/o dy/o dzé(m+y+z—1)z(1—z)/(27r)4 2= A+ icp

gdje je A dan u (5.7.12). Koristeéi (5.7.7) iz gornje relacije moZemo ocitati doprinos form faktoru F» na jednoj petlji:

m 1 1 1 4
Fg(p2):i2q(4q3m)/0 da:/o dy/O dz<5(a,’+y—i-z—1)2(1—2)/(;lﬁl;:4 (k2—A1+ie)3 —|—O(q4)

Integral po k£ moZemo izvrijedniti primjenom tehnika iz odjeljka 5.4. No, taj integral je ve¢ bio dan za domacu zadaéu
i rezultat je dan u (5.4.21). Posto je integral konvergentan, moZemo odmah uzeti d = 4:

/ d*k 1 i1
(2m)4 (k2 — A +ie)3 3272 A

Uvrstavanje u formulu iznad daje:

1 1 1 1_ 2
2>:n2a/ d:v/ dy/ dzé(x +y+2z—1) 21 =2)m 5 +0(a?)
T Jo 0 0 (1—

2)2m? —xyp
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gdje smo naboj Cestice napisali kao ¢ = ne, imajuéi u vidu da je za elementarne Cestice n reda veli¢ine 1. Posebno
nas zanima iznos u p? = 0. U tom slu¢aju gornja integracija postaje trivijalna:

2a 1 1 1 . ,

0) =n"— dz dy da;&(:v—i—y%—z—l)i—i—()(a)
1 z

=n? / dz/ dyi—i-O /dz/

O(a?)

Uvrstavanje ovog rezultata u (5.7.1) i (5.7.8) daje konac¢ni rezultat za anomaliju magnetskog momenta i g-faktor u
prvom redu racuna smetnje:

a = F(0) = n? 23 10 = g=2+n22 10 (5.7.14)
T T
U slucaju elektrona, koji ima n = —1, u prvom redu racuna smetnje anomalija magnetskog momenta je

0o = — = 0.001161 . ..
2

Ovaj rezultat je prvi tocno izratunao Schwinger 1948. godine. Njegov rezultat je bio u izvrsnom slaganju s tada
najto¢nijim (indirektnim) mjerenjima (Kusch i Foley, 1947.) koja su davala a, = 0.00118 (3).

Zbivanja vezana oko racunanja anomalnog momenta elektrona nude izuzetno vaznu povijesnu lekciju. U vrijeme
Schwingerovog racuna tehnike racunanja (i opCenito razumijevanje) kvantne teorije polja, bile su jos u povojima. Jo$
uvijek se koristila "staromodna" perturbativna teorija u kojoj su rauni grozomorno komplicirani i postojalo je puno
greSaka u tadas$njim izraCunima i objavljenim radovima, $to je unosilo dodatnu konfuziju u veé¢ konfuzno okruzje.
Teorija renormalizacije jo§ nije postojala i UV beskonacnosti su predstavljale veliku zapreku za razvoj teorije. To je
dovelo do toga da je vecina razvikanih teoreticara odbacila ideju da se problemi mogu rijeSiti unutar kvantne teorije
polja i krenula u potragu za potpuno novim idejama. Schwingerov rezultat, skupa s nekim drugim koji su se dogodili
u isto vrijeme (izratun Lambovog pomaka, razvoj ideje teorije renormalizacije, metoda Feynmanovih dijagrama i
dr.) vratio je vjeru znanstvene zajednice u kvantnu teoriju polja Sto se pokazalo kao pravi put. Interesantno je da
je tu vjeru vratila nova generacija fizicara (Schwinger Feynman, Tomonaga, Dyson i dr.) koja je nastavila raditi na

unapredivanju metoda kvantne teorije polja, i ¢iji "znanstveni konzervativizam" se pokazao ispravnom filozofijom.

5.7.3 Usporedba teorije i eksperimenta. Testovi preciznosti teorije

Feynmanovo otkri¢e tehnike Feynmanovih dijagrama omogudilo je strahovito olakSavanje i ubrzavanje racunanja i
uvelike doprinijelo ovom razvoju. Sto se anomalije magnetskog momenta elektrona tice, i eksperimenti i teorija su se
brzo razvijali i danas daju najto¢nija mjerenja i izraCune u fizici uopce. Vaznost preciznih ekperimenata je da testiraju
postojece teorije i, u slucaju neslaganja teorije i eksperimenta, indirektno ukazuju na postojanje nove fizike izvan
Standardnog modela. Obrnuto, slaganje izmedu teorije i eksperimenta ograni¢ava moguca proSirenja teorije novom
fizikom. Poanta je da zakoni kvantne mehanike omogucavaju da testiramo fiziku vrlo visokih energija tako da vrlo
precizno mjerimo pojave na niskim energijama.
Trenutni najprecizniji rezultati direktnih mjerenja magnetskog momenta elektrona (iz 2011.g.) kaZzu da je

(@e)eksp = 0.001 159 652 180 73 (28)
Teorijski izracun je napravljen do reda o u ra¢unu smetnje (tj. do 5 petlji) i glasi:
(Ge)teor = 0.001 159652 181 78 (77)

Slaganje izmedu teorije i eksperimenta je spektakularno, u 11 signifikantnih znamenki (to je ujedno i preciznost
oba rezultata)!!! U teorijskom rezultatu, na ovoj preciznosti, osim elektrodinamike moraju se ukljuciti i kvantne
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korekcije koje dolaze od jakih i slabih sila, za izra¢un kojih se koristi Standardni model fizike Cestica.’’ Stoga
moZemo zakljuditi:

Ovo slaganje predstavlja ne samo izuzetno snaznu potvrdu opisa elektromagnetskih pojava putem kvantne
elektrodinamike ve¢ i potvrdu Standardnog modela fizike Cestica u Sirokom rasponu energija i pojava.

Magnetski momenti drugih Cestica su takoder predmet stalnog teorijskog i eksperimentalnog istraZivanja. U tom
smislu, nakon elektronskog, najto¢nije je poznat iznos magnetskog momenta miona (takoder leptonska Cestica, slicna
elektronu). Najprecizniji eksperimentalni rezultat (BNL, 2001.) daje:

(au)eksp = 0.00116592091 (54)(33)
S druge strane, najnoviji teorijski izra¢un (HLMNT, 2011.), koristeéi Standardni model, daje:?!

(ap)teor = 0.001 16591804 (51)

Citatelja moZe iznenaditi zaSto teorijski rezultat ima bitno veéu pogresku od onoga za elektron, a radi se o "sliénim"

Cesticama koje na jednak nacin ulaze u lagranzijan Standardnog modela. Razlog je u tome S$to je mion ipak bitno

masivniji od elektrona, m,/m. = 210, pa su hadronski i slabi doprinosi znatno veci, a to unosi i ve¢u pogresku.
Ono $to treba uociti je da postoji neslaganje izmedu predikcije Standardnog modela i eksperimenta:

Aa, = (28 £10) x 10717 (5.7.15)

koje je 3.40. Ovo neslaganje je izazvalo veliko zanimanje jer sugerira postojanje nove fizike izvan Standardnog
modela. No, treba odmah reéi da se u fizici Cestica tvrdnje koje imaju statisticku teZinu manju od 50 ne uzimaju
kao konkluzivni dokazi, tako da je ovo pitanje jo§ "u zraku". Upravo su u tijeku pripreme za novi eksperiment koji
¢e toCnije izmjeriti magnetski moment miona (Mion g — 2, FNAL), a u tijeku su i eksperimenti koji trebaju smanjiti
gresku u odredivanju hadronskih doprinosa koji ulaze u teorijski izraun. Napomenimo da je informacija koja se
dobija iz anomalije magnetskog momenta miona komplementarna mjerenjima na LHC sudaracu.

Demonstracija procedure izvlaenja zaklju¢aka o novoj fizici predmet je sljedeceg zadatka (koji nije jednostavan).

Zadatak 5.7.2: g,,—2 anomalija. U supersimetri¢nim teorijama (SUSY) svaki fermion ima svog skalarnog partnera,
a svaki bazdarni bozon spin 1/2 fermionskog partnera. Na primjer, partner elektrona (e) je selektron (€), miona (1)
smion (fi), dok je partner fotona (A,,) fotino (A). Pretpostavite da lagranZijan dobija sljedece dodatne Clanove:

1 _ _ _ o= - 1 _ _ =
Lsusy = Lsm + §(Du6)2 +mg &%+ géeA + A(P+ms) A+ §(Duﬂ)2 +mp i* + gipA
¢iji oblik i konstante vezanja su diktirani supersimetrijom. S g smo oznacili naboj elektrona (koji smo oznacavali
s (—e), ali sada izbjegavamo zbog moguce konfuzije s elektronskim poljem e). Kovarijantna derivacija je D, =
0y +1qA,. Egzaktna SUSY bi zahtijevala da su mase partnerskih Cestica jednake, mz = m., my = my, ms = 0, no
ovdje dopustamo da to nije nuzno tako (tzv. meki lom SUSY, kojeg zahtijeva fenomenologija).

(a) Izracunajte doprinos magnetskom momentu miona na jednoj petlji u kojoj kruZi smion.

(b) Koristeci rezultat iz (a) podzadatka i (5.7.15) pronadite ogranicenje na masu smiona u okviru gornjeg prosirenja
Standardnog modela.

(c) Pretpostavite da su mase svih supersimetri¢nih partnera koje smo dodali istog reda veliine, ms ~ mjg ~ mg ~
Msusy, gdje je Msysy supersimetri¢na skala. Koje ogranicenje na Msysy postavlja (5.7.15)?

Glavni dio pogreske u teorijskom izrazu dolazi od eksperimentalne pogreske u poznavanju konstante fine strukture (koja je potrebna za
dobivanje numericke vrijednosti) i neodredenosti u poznavanju veli¢ina u sektoru jakih sila. U stvari, danas se rezultat za g — 2 uzima da bi se
definirala vrijednost konstante fine strukture, o™+ = 137.035 999 139(31).

2 Postoji nekoliko teorijskih izraduna koji svi, osim jednoga, daju vrlo sli¢an rezultat.

266



5.8 Renormalizacija mase elektrona*

Sad ¢emo se vratiti na pitanje s kojim smo poceli analizu renormalizacije, a to je kako medudjelovanje Cestice "sa
samom sobom" utjece na svojstva Cestice, kao Sto je masa. Ponovo ¢emo se fokusirati na primjer spinorne kvantne
elektrodinamike i ograniciti se na racun na jednoj petlji, Sto znaci da nas zanima utjecaj sljedeceg dijagrama:

koji je poznat kao vlastita energija elektrona. Ovaj dijagram korigira propagator elektrona na sli¢an nacin kao
Sto vlastita energija fotona korigira fotonski propagator. Vidjeli smo da korekcija fotonskog propagatora moze biti
promatrana kao efekt polarizacije vakuuma koji utjeCe na efektivni potencijal kojim medudjeluju dvije elektricki
nabijene Cestice i ¢ini da on odstupa od Coulombovog na malim udaljenostima. Razlog je da se medudjelovanje u
kvantnoj teoriji polja moze shvatiti kao izmjena virtualnih Cestica, §to u kvantnoj elektrodinamici znaci virtualnih
fotona.

Na sli¢an nacin treba ocekivati da ¢e vlastita energija elektrona utjecati na procese koji se u Feynmanovom racunu
zbivaju uslijed izmjene spin 1/2 fermiona. No, ovaj ucinak se u elektrodinamici ne moZe interpretirati kao efektivni
potencijal pa treba naéi drugu mjerljivu veliCinu koja se moZe iskoristiti za potrebe renormalizacije. Jedna takva
mjerljiva veli¢ina bi mogla biti Lambov pomak, koji smo spomenuli u odjeljku 5.5.3. No, iako je povezivanje sa
specifi¢nim direktno mjerljivim veli¢inama fizikalno interesantno jer se specifi¢ni u¢inci onda mogu eksperimentalno
provjeravati, ovaj pristup ima teoretskih manjkavosti. NajvaZnija zamjerka je da mi Zelimo biti sigurni da nakon
renormalizacije dobijamo teoriju koja daje konacne predikcije za sve fizikalno mjerljive veliine, §to ne moZemo
biti ako smo se u pocetku ogranicili na nekoliko specifi¢nih mjerljivih veli¢ina. U tu svrhu treba u startu postupka
renormalizacije imati na umu dovoljno Siroku klasu mjerljivih veli¢ina. Jedna takva klasa je S-matrica koja sadrzi
informaciju o ishodima svih moguéih rasprienja estica unutar dane teorije.>?

U stvari, u procesu renormalizacije najspretnije rjeSenje je odmaknuti se od koriStenja direktno mjerljivih veli¢ina
i razmotriti fundamentalne gradivne elemente teorije. U slucaju kvantnih teorija polja najspretnije je uzeti vremenski
uredene korelacijske funkcije polja, koje sadrZe informaciju o S-matrici, ali i puno viSe od toga:

G(x1,- -y wn) = (QT{p1(z1) p2(z2) - - - I (1) }I€2)

gdje su ¢, (z) proizvoljna renormalizirana polja u teoriji. Ove korelacijske funkcije, koje se Cesto nazivaju Greenove
funkcije, u pravilu nisu mjerljive i u pravilu nisu ni bazdarno invarijantne. Ono Sto Zelimo pokazati je da se sve UV
divergencije mogu maknuti iz svih Greenovih funkcija putem procesa renormalizacije. Jednom kad se to postigne,
automatski slijedi da su S-matrica i sve druge mjerljive veli¢ine koje se mogu dobiti iz Greenovih funkcija slobodne
od UV divergencija.

Ogromna prednost koriStenja Greenovih funkcija postaje jasna kad se sjetimo da su one u Feynmanovom racunu
reprezentirane off-shell dijagramima, $to znaci da se Greenove funkcije nalaze kao unutarnji poddijagrami u dijagra-
mima koji pripadaju Greenovim funkcijama s ve¢im brojem nogu. Ovo ima dvije vazne posljedice: (i) U proceduri
renormalizacije moZemo se ograniCiti na doprinos 1-Cesti¢no ireducibilnih dijagrama (1PI) koji se definiraju tako
da se ne mogu razdvojiti na dva dijela brisanjem bilo koje linije. Dijagrami koji nisu 1PI se dobiju jednostavnim
spajanjem 1PI dijagrama, a to ne moZe proizvesti novu klasu beskonacnosti. (ii) Regularizacija niZih Greenovih
funkcija automatski radi djelomicnu ili potpunu regularizaciju visih Greenovih funkcija. U stvari, vidjet ¢emo da
postoji klasa kvantnih teorija polja, u koje spada i kvantna elektrodinamika, u kojoj su sve beskonacnosti generirane
kona¢nim brojem Greenovih funkcija, koje kad se jednom rijeSe ostavljaju sve Greenove funkcije slobodnima od UV
beskonacnosti.

U ostatku odjeljka oznaka (- - - ) oznaCava (| T'{--- }|Q2).

22(J teorijama s bezmasenim esticama, S-matrice sadrZe tzv. infracrvene (IR) divergencije, §to smo veé uoéili na primjeru elektrodinamike.
No, ove divergencije imaju sasvim drugu prirodu od ultraljubicastih (UV) divergencija, stoga i svoj nacin rjeSavanja. Zainteresirani Citatelj
moZe naci vise o infracrvenim divergencijama u dopunskoj literaturi (npr. Weinberg II).
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5.8.1 Vakuumske oc¢ekivane vrijednosti polja

Za pocetak razmotrimo najjednostavniju vrstu Greenovih funkcija sa samo jednim poljem poput:

(o) (Al W)

koje se nazivaju vakuumske oc¢ekivane vrijednosti polja. Ove veli¢ine su kvantna varijanta iznosa polja u vakuumu
u klasi¢noj teoriji. Po definiciji, drvasta aproksimacija mora davati klasi¢ne vrijednosti. Slobodne teorije polja smo
definirali tako da klasi¢ne vakuumske vrijednosti polja iS¢ezavaju, pa u drvastoj aproksimaciji vrijedi

(p(@))o = (Au(x))o = (¥(2))o =0

Lako je vidjeti da to isto vrijedi za kvantizirana slobodna polja zbog ap,|0) = 0 = <0|aI)J.

Uvodenje medudjelovanja moZe dovesti do dva efekta: (1) promjena svojstava vakuuma u klasi¢noj teoriji, (2)
kvantni doprinosi viSeg reda unose korekcije i u vakuumske ocekivane vrijednosti. Sto se (1) tie mi smo do sada,
implicitno ili eksplicitno, pretpostavljali da medudjelovanja ne dovode do promjene svojstava vakuuma u klasi¢noj
teoriji, tj. da vakuum ostaje jedinstven i da mozemo definirati elementarna polja koja zadovoljavaju ¢(x)yae = O.
To ¢emo zasad i dalje pretpostavljati. Ostaje pitanje (2). Na primjer, u kvantnoj elektrodinamici postoji dijagram s
jednom petljom:

Dijagrami ove vrste se nazivaju punoglavci (eng. fadpole). Pitanje je mogu li ovakvi dijagrami, i sli¢ni viSeg reda,
uciniti neke od vakuumskih ocekivanih vrijednosti neis¢ezavaju¢ima?

O ovom pitanju puno toga za rei imaju simetrije. Ako upotrijebimo simetriju na translacije u prostor-vremenu
dobijamo:

(QUor(2)|2) = (2 77 ¢,(0)e ™ |2) = (26,(0)|2)

gdje smo pretpostavili da je P,|2) = 0, odnosno da je vakuum invarijantan na translacije u prostor-vremenu $to
je standardna pretpostavka koju smo koristili puno puta tokom kolegija (vakuum uvijek "izgleda isto"). Ukoliko je
teorija relativisti¢ka, moZemo upotrijebiti simetriju na Lorentzove transformacije i dobiti:

(6r(0)) = (U(A) ¢,(0 ZDTS ($5(0))

gdje su D,.; matrice koje reprezentiraju Lorentzove transformacije na poljima, i gdje smo ponovo pretpostavili da je
vakuum invarijantan na Lorentzove transformacije, U (A)|Q2) = |€2). Za polja koja se transformiraju netrivijalno, $to
znaci sva polja osim onih spina 0, gornja relacija implicira da vakuumske ocekivane vrijednosti iS¢ezavaju. To na
primjer znaci da za spin 1 i spin 1/2 polja vrijedi:

(Au(z)) = 0= (¥(2))

i sli€no za polja spina s > 1. Posljedica je da znamo da punoglavcev dijagram za foton i§€¢ezava, bez da smo morali
racunati. UocCite da su te relacije egzaktne i stoga vrijede u svim redovima racuna smetnje.

Sto se ti¢e skalarnih polja (spin 0), situacija je sloZenija jer Poincaréova simetrija ne daje ograniéenja i a priori sve
je moguée. Naravno, mogu postojati dodatne simetrije koje daju nova ograni¢enja. Na primjer, u teorijama u kojima
postoji kontinuirana ne-Abelova grupa unutarnjih simetrija G reprezentirana unitarnim operatorima U(g), g € G,
vrijedi

(er(2)) =(U(9) pr(= Zurs (ps(z))
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gdje matrice U,s(g) reprezentiraju grupu G na poljima i gdje smo ponovo pretpostavili da je vakuum invarijantan
na djelovanje simetrija, U(g)|2) = 0. Gornja relacija implicira da sva skalarna polja za koja su matrice U,s(g)
netrivijalne (nisu jednake 1) moraju imati i$¢ezavajuce vakuumske oéekivane vrijednosti, (¢,) = 0.

Napomenimo ovdje da se pojava u kojoj vakuum nije jedinstven jer nije invarijantan na djelovanje svih simetrija
teorije naziva spontani lom simetrije. Treba reci da je spontani lom unutarnjih simetrija izuzetno vazna tema. Spon-
tani lom prostorno-vremenskih simetrija (toCnije, rotacijske simetrije) je prisutan u pojavi feromagnetizma, dok se
spontani lom lokalnih unutarnjih simetrija javlja u sektoru slabih sila Standardnog modela (Higgsov mehanizam) i
u pojavi supravodljivosti.>> Spontani lom simetrije najée$ée ima klasi¢no porijeklo, no postoje situacije u kojima
moZe biti generiran kvantnim efektima (Coleman-Weinberg mehanizam).

Posto ¢emo se ovdje baviti spinornom elektrodinamikom, u kojoj postoje samo polja spina 1/2 i 1, (neslomljena)
Poincaréova simetrija implicira da vakuumske ocekivane vrijednosti elementarnih polja iS€ezavaju i stoga nema ni-
kakvih UV divergencija o kojima bi trebalo brinuti. Stoga treba preéi na Greenove funkcije viSeg reda, a prve sljedece
su one s dvije noge. Posto smo ve¢ prije renormalizirali fotonski propagator na jednoj petlji, i poSto propagator () A,,)
odito i§¢ezava®*, preostaje nam da razmotrimo samo elektronski propagator.

5.8.2 Vlastita energija elektrona

Kao i prije, prakti¢nije je raditi analizu u p-prostoru, pa definiramo Fourierov transformat:

4
QrpEpei =i [ T

gdje smo upotrijebili Cinjenicu da Lorentz kovarijantnost i paritet, koje su simetrije u QED, garantiraju da se p u

gornjem izrazu moZe pojaviti samo u kombinaciji p = pt7,,. Na drvastoj razini G je jednak propagatoru za slobodna
polja:

e~ @) G(p) (5.8.1)

L . ptm
ZGO(p)—lpzimszie_pfm

Korekcija jedne petlje dolazi od dijagrama vlastite energije, za koji Feynmanova pravila daju:

D "k
iGa(p) = —E—Cr—r\;—ss—;— = i Go(p) [iD2(p)] i Go(p) (5.8.2)
gdje je, koriste¢i Feynmanovo bazdarenje:
. . d*k i(f+m) —i
_ 2
i22(p) = ie) / A e P Py (5:8.3)

Prije prelaska na raCunanje ovog dijagrama, uo¢imo zanimljivo svojstvo koje nije bilo prisutno u slu¢aju fotonskog
propagatora. Ukupni elektronski propagator je:

iGp) = = - - —»&—» + 0(eY)

p k p

j—m  p—m i 32(p) +0(e") (5.8.4)

p—m

27a relativisti¢ke teorije u kojima vakuum nije Lorentz invarijantan kaZemo da je Lorentzova simetrija spontano slomljena. Ovakve teorije
zasad nisu igrale neku vaZzniju ulogu u fizici.

2Qva tvrdnja se moZe argumentirati na dva na¢ina. Jedan je da ne postoje dijagrami koji bi doprinosili ovoj Greenovoj funkciji, pa ona
perturbativno mora i$¢ezavati. Drugi koristi Poincaré kovarijantnost, i oslanja se na ¢injenicu da operator ¢ A,, nije skalar.
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Ako razmotrimo neki S-matri¢ni element, ova korekcija se moZe pojaviti na vanjskoj nogi elektrona i po LSZ
formuli treba biti pomnoZena s inverzom slobodnog propagatora (p — m). Iz (5.8.4) ispada kao da bi nakon tog
mnoZenja S-matrica trebala biti singularna u p?> = m?, §to je besmislica. Kao $to ¢emo vidjeti, odgovor leZi u
renormalizaciji parametara teorije — m koji se pojavljuje u (5.8.4) je gola masa koja se pojavljuje u lagranZijanu, dok
je m koji se javlja u LSZ formuli fizikalna masa. i te dvije veliCine se razlikuju. Ubrzo ¢emo se vratiti na ovo pitanje.

Vlastita energija na jednoj petlji

Vratimo se sada na izraz (5.8.3) koji ¢emo izraCunati primjenom tehnika iz odjeljka 5.4. Primjena Feynmanovog trika
daje

: - dk ! 2k — 4m
i) =< 2n)t / k=2 — (= D) (mE — ) 1 id?

_2aa | Nt — dm d'k 2 _ ie] =2
=eu /de[(d 2)xp —d ]/(27>4 [k — A + i€ (5.8.5)

gdje smo u drugom redu napravili translaciju u varijabli integracije £ — k + ap, odbacili potom ¢lanove neparne u k
i definirali A kao:

A=(1-2z)(m?—zp?) (5.8.6)

Integral po k je ocito divergentan, i to logaritamski, pa ga treba regularizirati. Ponovo ¢emo upotrijebiti dimenzij-
sku regularizaciju i Citatelj koji je paZljivo pro$ao kroz racun za polarizaciju vakuuma bi bez vecih problema trebao
dobiti sljedeci rezultat:

a (! i2
So(p) = / da [(2 — €)ap— (4— e)m] {f g x)(“ } (5.8.7)

47 Jo m? — zp?)

gdje je, kao i prije, ¢ = 4 — d i 1> = 4we By, gdje je p proizvoljna skala koja se pojavljuje uslijed toga $to
lagranZijanska konstanta vezanja e nije bezdimenzionalna u d # 4, pa se reparametrizira u bezdimenzionalnu na
nadin e — €. Uotite da je struktura UV divergencije oblika:

So(p) = = (p —m (konacni dio)) (5.8.8)

T 2¢€

Renormalizacija

Kao §to smo spomenuli, mi Zelimo Greenovu funkciju (5.8.1) uciniti konacnom. To znaci da kroz renormalizaciju
moramo ukloniti beskonac¢nost koju smo upravo izracunali. Da bi to postigli, moramo razmotriti lagranzijan teorije i
istraZiti koje parametre u teoriji treba renormalizirati za poniStenje beskonacnosti u izrazu za vlastitu energiju. Sjetimo
se da je lagranZijan spinorne kvantne elektrodinamike dan s:

L= 3 (Fu) + 00 — mth — et Ay (5.8.9)

U racunu za vakuumsku polarizaciju vidjeli smo da je e g, kojeg smo zvali goli naboj, potrebno renormalizirati kako bi
se ponistila beskonacnost koja dolazi od dijagrama s jednom petljom na nacin da se uvede konaCan renormalizirani
naboj er takav da je:

2
en 1
e = eh + eh o (pd) + O(eh) = ek, <1+i+-~>

gdje je p3 renormalizacijska skala, a II5(pZ) je formalno beskonacan. Posto je ep veé renormaliziran, ne moZemo ga
koristiti ponovo u te svrhe. Sljedeci parametar koji imamo na raspolaganju je gola masa, mp. U stvari, poSto je u
(5.8.4) m = mp, vidimo da (beskonac¢na) redefinicija mp = mp + Am s Am proporcionalan e? moZe kompenzirati
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beskonacnost reda e? u Gs. Nazalost, iz (5.8.8) je ocito da X9 posjeduje dva tipa beskonacnosti, jednu neovisnu o p
1 jednu proporcionalnu p. Renormalizacija mase moZe ukloniti samo jednu od ove dvije beskonacnosti. Treba nam
dakle (bar) jos jedan renormalizacijski parametar, no nije o¢ito gdje ga naci jer parametara u lagranzijanu naizgled
viSe nema.

U stvari to je samo privid jer postoji jo§ jedan parametar u lagranZijanu, koji je dodusSe skriven, a to je normaliza-
cija polja. Polje ¢ u lagranzijanu (5.8.9) je golo polje, 1> = ¢»” koje je kanonski normalizirano tako da je kineticki
¢lan pomnoZen faktorom 1. Kao i u slu€aju parametara u lagranZijanu, niSta nam ne garantira da je ovo polje konacno,
tj. postoji moguénost da kvantne korekcije (tj. petlje) zahtijevaju definiciju renormaliziranog polja ¢/ na nacin:

R L B
() N ¥
gdje beskonaénosti u koeficijentu Z krate beskona¢nosti u golom polju.?> Usput, ova relacija je povijesno dovela do
naziva renormalizacija.

Na drvastoj razini, vidjeli smo u raunima da je Zo = 1. Ukljucivanje radijativnih korekcija vodi na odstupanje

koje éemo oznaditi s do:
Zo =146

i nazivati ga kontraélan. O¢ekujemo da je 85 proporcionalan s 2. Na sli¢an na¢in éemo pisati:
mp = Ly MR , I =1+ 0,
gdje je d,, maseni kontraclan. Vidimo da e vrijediti:
mp = MR + MR Om

Koristenje kontraclanova ¢e se pokazati ekstremno ucinkovitim u racunu.
Kada racunamo Greenove funkcije, moramo voditi racuna da polja koja ulaze u njih budu renormalizirana, a ne
gola. Stoga moramo razlikovati gole i renormalizirane Greenove funkcije:

7 ; d’ —ip-(x—y) /¥
<MTwﬁ@w%mHm:z/@£“zﬂ 0 G (p)
_ d4 ) ~
QT @I ) = i [ e e GRp) (5.8.10)
i ocekujemo da je C~¥R(p) konacna. Iz gornjih definicija slijedi:
~R _ i ~B . i 7 .
G"(p) = 7 (p) = Zs p—mp + (petlje)
1 ) .
=1 5y p—mn = dpmn + (petlje)

Z[(Sgp — ((52 + 5m)mR]

_ _ )
Cp—mr + p—mn e + (petlje) + O(e”) (5.8.11)

Nakon §to izvu¢emo iz doprinosa petlji onaj s jednom petljom, koji je dan s:

Gy = - G2

1 1 1

= A m [i X2 (p)] p—ms

(5.8.11) moZemo napisati kao:

GRp) = S 5 028 (02 B+ ()

p—mn +0(eh)

ZIndeks 2 u nazivu Z» nema nikakve veze s redom u perturbativnom razvoju, to je samo ime ove veli¢ine.
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Uvrstavanje (5.8.8) u gornji izraz pokazuje da moZemo maknuti sve beskonacnosti iz G pametnim odabirom &5 i
Om. ToCnije, ako odaberemo:

=2 s 302 (5.8.12)
dm €
beskonacnosti ¢e se ponistiti i éR(p) ¢e biti konacna za svaki izbor impulsa p do reda « (do jedne petlje).

Naravno, osim (5.8.12) d2 i ., mogu sadrzavati i ¢lanove koji su kona¢ni. Odabir kona¢nih doprinosa u parame-
trima renormalizacije se naziva recept za oduzimanja (eng. subtraction scheme). Mjerljive veliCine ne ovise o izboru
recepta, no svejedno postoje spretniji i manje spretni izbori tako da se u praksi obi¢no koristi samo nekoliko razli¢itih
prijepisa. Dva recepta za oduzimanja koja se najcesce koriste u literaturi su on-shell recept i recept minimalnog
oduzimanja, ili kraée MS recept (eng. minimal subtraction).

MS je najjednostavniji recept i stoga se i najce$¢e primjenjuje u praksi. Definira se na nacin da konacni ¢lanovi u
oduzimanju ne postoje, tako da su formule (5.8.12) napisane u MS receptu. Postoji podvarijanta MS prijepisa, koja se
naziva MS recept, u kojoj se ukljuceni i konacni ¢lanovi koji to¢no ponistavaju 4 i vz doprinose (koje smo u (5.8.7)
utrpali u zi) tako da u regulariziranim amplitudama umjesto & imamo .

U on-shell receptu renormalizirana masa mp se identificira s fizikalnom masom Cestice mg,, odredenom mass-
shell uvietom p? = m?iz koji zadovoljavaju 4-impulsi svih mjerenih Cestica dane vrste. Iz LSZ formule znamo da ¢e se
fizikalna masa manifestirati kao pol u Greenovim funkcijama u p prostoru i to je najlaksi nadin za njeno racunanje.®

5.8.3 Pol masa - fizikalna masa

Razmotrimo sada Greenovu funkciju G () sumiranu u svim redovima perturbativnog racuna, §to znaci sumu svih
Feynmanovih dijagrama koji joj doprinose. Ovdje se isplati upotrijebiti koncept koji smo spomenuli na pocetku ovog
odjeljka, a to je 1-Cesti¢no ireducibilni (1PI) dijagrami. 1PI dijagram je onaj koji se ne moZe razdvojiti u dva odvojena
dijela rezanjem neke unutarnje linije. Na primjer, od dva sljedeéa dijagrama koji doprinose GG (;zﬁ) na tri petlje:

! 3 47
7 >

lijevi je 1P, ali desni nije jer rezanje fermionske linije oznacene s x cijepa dijagram u dva dijela. Definiramo 1PI
Greenovu funkciju X kao zbroj 1PI dijagrama, s tim da su vanjske noge amputirane. 1PI Greenove funkcije oznacavat

¢emo kao:
E -

Koristeéi 1PI Greenovu funkciju Z(p) tj. vlastitu energiju, mozemo Greenovu funkciju (5.8.4) napisati kao:

e R A Caniie A Can Gl

:p—mBJer—mBiz(mp—mBJr,;_mB' _

= m (5.8.13)

250 stvari, zbog bezmasenosti fotona u QED to¢na tvrdnja je da p? = m?Z, nije pol veé tocka grananja, no u nasim ratunima to neée igrati
ulogu. U teorijama u kojima nema bezmasenih Cestica fizikalna masa odreduje poloZaj pola u Greenovim funkcijama.
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Vidimo da smo uspjeli egzaktno sumirati i dobiti zatvoreni izraz za Greenovu funkciju koji vrijedi u svim redovima
racuna smetnje. Uzbudenje ovim rezultatom malo spusta Cinjenica da vlastitu energiju E(p) znamo racunati samo
perturbativno. U stvari, mi smo je ve¢ izracunali na nivou jedne petlje i rezultat je dan u (5.8.7). 1z (5.8.13) slijedi da
se renormalizirana Greenova funkcija moze napisati kao:

oL i1 1 Z’
iG (p)ing—mB-i-z(]Z’) 148y Zy p—mB‘f‘EZ(p)"i‘O(O‘Q)

T PR+ 0op— (82 + Om)mp + Sa(p) + O(a?)

7

= (5.8.14)
]ﬁ —mp + 23(3@
gdje smo definirali renormaliziranu vlastitu energiju kao
Sr(p) = S2(p) + S2p — (02 + Sm)mp + O(a?) (5.8.15)

Ovaj rezultat mogli smo dobiti brZe i jednostavnije da smo odmabh raspisali lagranZijan koristeci renormalizirane
veli¢ine 1 kontraclanove. Ako u slobodni Diracov lagranZijan (koji je dio lagranZijana teorije (5.8.9))

Lp =) PP —mppPyP
uvrstimo
P = (1+6)p"  mp=(1+b)mr
dobijamo
L = ipRFpR — mrp R + idop BT — mp (52 + 0 ) b Tt (5.8.16)

Vidimo da kontraclanovi vode na nove ¢lanove u lagranZijanu, koje moZemo uzeti da daju dva nova ¢vora u racunu
s Feynmanovim dijagramima. Nije teSko pokazati da novi ¢vorovi to¢no daju doprinos kontraclanova u (5.8.15).
Ova tehnika razvijanja lagranZijana pomocu renormaliziranih veli¢ina i koriStenje kontraclanova kao novih ¢vorova
u perturbativnom racunu se naziva renormalizirana perturbativna teorija. Kasnije ¢emo se vratiti na ovo pitanje,
gdje ¢emo razmotriti i medudjelovanje s elektromagnetskim poljem.

On-shell recept oduzimanja

Jedan nacin definicije mase, koji ne ovisi o receptu oduzimanja, je dobiti je iz lokacije pola propagatora, tzv. pol
masa. Za polja koja stvaraju fizikalne Cestice koje postoje u asimptotskim Fockovim prostorima stanja LSZ formula
nam kaZe da je pol masa jednaka fizikalnoj masi.?” To¢nije re¢eno, u P = mg, propagator mora imati obicni pol s
reziduumom jednakim <. Iz (5.8.15) slijedi da je poloZaj pola odreden s

Yr(ma,) = mr — may, (5.8.17)

Za razliku od mg,, sam mpg ovisi o receptu za oduzimanje. Npr. u minimalnom oduzimanju ocito vrijedi mpg # mgy.
Zahtjev da je reziduum jednak ¢ implicira:

) )
= lim ——————
p—mR—l-ER(p) Pp—may 1+d%;ZR(p)

i (5
i= dm (- ma)

YKontraprimjer postoji u QCD-u u kojem elementarna fermionska polja, kvarkovska polja, ne stvaraju fizikalne Gestice uslijed mehanizma
kvarkovskog zatoCenja.
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gdje smo koristili L’Hospitalovo pravilo. Dobijamo uvjet:

izR(p) —0 (5.8.18)

dp p:mﬁz

Uvjeti (5.8.17) i (5.8.18) implicitno definiraju fizikalnu masu i normalizaciju polja, neovisno o receptu oduzimanja.
U on-shell receptu oduzimanja za renormaliziranu masu se uzima fizikalna masa, mr = mg,, pa uvjet (5.8.17)
postaje
Yr(ms,) =0 (on-shell recept oduzimanja)

Uvrstavanje (5.8.15) u gornju relaciju daje:

Sy = Ya(ms,) + O(a?) (5.8.19)
dok uvrstavanje u (5.8.18) daje:

by = —dEQ(p)‘ + 0(042) (5.8.20)

dp p:mﬁz
Sad mozZzemo iskoristiti rezultat za >3 izreen u (5.8.7). UvrStavanje u (5.8.19) daje:28

a (3 3 i
)

Om =
€ 2

+ 2> + 0(a?)
mg,

Uvrstavanje u (5.8.20) vodi na sljedeci problem. Kratki racun daje:

=2
I <1 41 ln“—2 +2+In(1 - :z:){(l]) + 0(a?)
2r \e 2 mg,

Posljednji ¢lan u zagradi je ocito divergentan! To je naizgled ¢udno jer smo se potrudili regularizirati UV divergencije
koriste¢i dimenzionalnu regularizaciju. No, ove divergencije su u stvari IR divergencije, koje dolaze od integracije po
"malenom" impulsu u petlji, tj. oko k# = 0. To se najlakse vidi ako u rac¢unu fotonu umjetno dodamo malenu masu
(u propagatoru zamjenimo k? 4 ie — k% — m~ + i€), gdje m~ samo sluzi kao privremeni IR regulator. Nakon Sto se
ispravno definiraju mjerljive veli¢ine moZe se slobodno pustiti m., — 0. No, kako 2-tockasta funkcija nije mjerljiva,
zasad moramo drZati regulator konacnim.

Ubacivanje neis¢ezavajue mase u propagator fotona dovodi samo do promjene A — A + z m% u odnosu na
(5.8.6), sto znaci da umjesto (5.8.7) imamo:

1 =2
o (p) = f;/o da [(2 = e)ap — (4 — ma,) {3 +lng K } (5.8.21)

1 —z)(mf, — xp?) 4+ xm?

KoriStenje ovog izraza u (5.8.20) daje:

1 1. p? 2
P— <+1n”2+2+1nm7>+0(a2)

2r \e 2 mg, Mz

Iako su renormalizacijske konstante polja formalno UV beskonaéne, omjeri konstanti dobijenih za dva razlicita
recepta odbijanja su UV konac¢ni. Na primjer, omjer renormalizacijskih konstanti Z dobijenih u MS i on-shell receptu
je:

Zéon_Sheu) (on-shell) (MS) 9 a (1 2 mg 9

BUotite da je razlika izmedu mpg, mr i ma, proporcionalna c.
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(MS)

dok je veza izmedu renormaliziranih masa my ™ i myg, dana s

~2
mM = mg, + 5N (mg,) = mg, [1 - % (4 +3n “2> + O(a2)} (5.8.23)

mg,

Posto za fizikalnu masu po definiciji vrijedi dmg,/dp = 0 iz gornje relacije slijedi

iz Cega slijedi da renormalizirana masa u MS receptu odbijanja nije mjerljiva veli¢ina jer ovisi o skali p. To je naprosto
cijena koju se placa za to da se radi s vrlo jednostavnim receptom.

Amputacija u S-matrici

Vrijeme je da se vratimo na izracun S-matrice u kontekstu teorije renormalizacije, i to na pitanje kvantnih korekcija na
vanjskim nogama. Kako ovo pitanje zna biti zbunjujuée za novajlije, prvo éemo ga razmotriti na specifiénom primjeru
racuna elektron-pozitron raspr$enja nakon ¢ega e generalizacija biti ocita.

Razmotrimo sljedeée pitanje. Kad ra¢unamo S-matricu, odnosno invarijantnu amplitudu M za rasprienje e~ et —
e~ e koristeéi Feynmanove dijagrame, da li trebamo u raun ukljuciti i dijagrame u kojima se petlje u potpunosti
nalaze na vanjskim nogama, poput:

Odgovor je ne, a smisao ovog odjeljka je da to objasnimo.

Da bi razumyjeli ovaj odgovor moramo se vratiti na LSZ redukcijsku formulu (3.7.10), koja je bila ishodi$na tocka
za izvod Feynmanovih pravila, i njen izvod. Klju¢ leZi u tome da se sjetimo da su polja koja ulaze u LSZ formulu
normalizirana tako da vrijedi

Qp(z)le” po) =e P u(p,o) .,  (Qp(z)le” po) =P v(p,o0) (5.8.24)

Tvrdimo da ovo zadovoljava renormalizirano polje u on-shell receptu odbijanja. To se moZe zakljuciti iz strukture
singulariteta 2-tockaste funkcije:

~(on- { “
GO () = - + a x (kona¢ni dio) (5.8.25)
Ako se vratimo na pojednostavljeni opis u kojem je medudjelovanje "uklju€eno" samo dok su Cestice u zoni medu-

djelovanja, vidimo da limes o — 0 pri kojem drZimo fiksnim renormalizirane konstante vodi na:

~ a—0 )
G(R?n—shell) ( P) ¢
p —m

Sto odgovara 2-tockastoj funkciji slobodnog polja normaliziranog na "kanonski nacin", tj. onog koje zadovoljava
(5.8.24).
LSZ formula kaZe da invarijantna amplituda za e~ e* — e~ e™ rasprSenje ima sljede¢i oblik:

iM = (—i) ulpr) a(ph) o(p2) v(ph) (4, — m)(d, —m)(d; —m)(d, —m) x

> Gomshe () o, —qt, — )| (5.8.26)

q=p, q¢=p'
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Greenova funkcija u p-prostoru moze se reprezentirati pomoc¢u Feynmanovih dijagrama na sljedeéi nacin:

gdje se podrazumijeva da srediSnji mjehur definira amputiranu Greenovu funkciju, kojoj po definiciji doprinose samo
oni Feynmanovi poddijagrami u kojima se ne moZe rezanjem jedne unutarnje linije odvojiti samo jedna vanjska noga
¢itavog dijagrama. Treba uoditi da poddijagram:

nije nista drugo nego 2-tockasta Greenova funkcija é%’n'Sheu) (p). Primjena (5.8.26) i (5.8.25) kaZe da se M moze
zapisati pomoc¢u amputirane Greenove funkcije na jednostavniji nacin:

. _ _ ~(on-shell
iM = u(py) a(ph) 0(p2) v(ph) Gl (P1, P2, —Phs —Dh)amp

Ocito je da se ova formula na prirodan nacin generalizira na procese s proizvoljnim brojem cestica proizvoljnih
spinova i masa, pa dolazimo do sljedeceg zakljucka:

U racunu za S-matricu ne treba ukljucivati dijagrame s kvantnim korekcijama (petljama) na vanjskim linijama.

5.8.4 Lambov pomak

Racuni za QED koje smo napravili do sada nam omogucavaju da izracunamo Lambov pomak na jednoj petlji, tj.
razliku energija nivoa 257/, i 2P/, u atomu vodika koja dolazi od radijativnih korekcija na jednoj petlji. lako
je racun manje-vise direktan (koriste¢i nauceno iz prethodnih poglavlja), prilicno je dugacak pa ga ovdje neemo
napraviti. Spomenimo samo da dominantni doprinos dolazi upravo od radijativnih korekcija propagatora elektrona,
koje smo upravo izracunali. Potpuni racun prvi su napravili Feynman, Schwinger i Tomonaga 1948. godine, potpuno
nezavisno, 1 dobili razlicite rezultate. ToCan rezultat,

je izvorno izvijestio samo Tomonaga, dok su Feynman i Schwinger naknadnom provjerom pronasli greSke u svojim
racunima i pokazali da je rezultat Tomonage u stvari tocan. Ova trojka je kasnije podijelila Nobelovu nagradu za
fiziku, za doprinos razvoju teorijskih metoda kvantne teorije polja. Mjerenja daju rezultat AE;, = 1054 MeV, §to je u
slaganju s gornjim teorijskim rezultatom (odstupanje dolazi od doprinosa visih redova u racunu smetnje).

5.9 Renormalizacija spinorne elektrodinamike (u izradi)*

Da bi dana kvantna teorija polja bila smislena, sve korelacijske funkcije moraju biti dobro definirane, §to znaci da
renormalizacija mora eliminirati sve beskonacnosti koje se pojavljuju u njima. Podsjetimo se da je ideja renorma-
lizacije da parametri teorije apsorbiraju UV beskonacnosti koje dolaze od dijagrama s petljama. Posto teorije koje
smo razmatrali imaju konacan (dapace vrlo mali) broj parametara, a korelacijskih funkcija u svakoj teoriji ima besko-
na¢no mnogo, logi¢no je zapitati se da li postojeéi parametri u klasicnom lagranzijanu mogu obaviti ovaj posao. Ako
ne mogu, pitanje je da li se stvar moZe popraviti dodavanjem konacnog broja novih ¢lanova u lagranZijan ili proces
perturbativne renormalizacije zahtijeva nove ¢lanove s novim parametrima ad infinitum.
Razmotrimo na$ standardni primjer, spinornu QED, za koju je lagranzijan dan s:

L=——(8,A8 —8,AP)2 1 0B (i — epA” — mp)v® + pp (5.9.1)

1
4
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gdje B oznacava da su sve veliCine gole (tj. nerenormalizirane). Vidimo da postoji samo pet parametara u lagranzijanu:
energija vakuuma p, konstanta vezanja/naboj e, masa m i konstante renormalizacije polja A, i ¢). UocCite da smo
u procesu renormalizacije na jednoj petlji do sada potrosili ve¢ Cetiri od njih, a pokazat ¢emo da peti uopce nije
nezavisan, a tek smo razmotrili n-tockaste korelatore sa n < 3. Da li je moguce da je, i ako da zaSto, ovih pet
parametara dovoljno da apsorbira sve perturbativne UV beskonacnosti u teoriji? U ovom i sljedeéem odjeljku pokazat
¢emo da je odgovor da i pri tom razjasniti kriterije pomocu kojih moZemo brzo dobiti odgovor za Siroku klasu kvantnih
teorija polja.

5.9.1 Kontraclanovi

Proucavanje UV svojstava elektrodinamike ¢emo iskoristiti za demonstraciju renormalizirane perturbativne teorije.
U ovom pristupu renormalizaciji lagranzijan teorije, u nasem slucaju (5.9.1), se napiSe pomocu renormaliziranih
veli¢ina (parametara i polja) i kusura, gdje kusur vodi na nove ¢vorove koji se nazivaju kontrac¢lanovi i ¢ija funkcija
je da poniste beskonacnosti koje dolaze od UV dijela integracije u petljama. U slucaju QED, to znaci da uvedemo
renormalizirana polja % i Aﬁ koja imaju dobro definirane (UV konacéne) korelatore, koja ¢emo povezati s golim
poljima na nacin

VP () =V ZapR(x) . AB(x) =23 Al(x) (5.9.2)

gdje se Z> i Z3 nazivaju konstante renormalizacije polja. Takoder, slicnom logikom, uvodimo renormaliziranu masu
mp

mp = Zmym MR (5.9.3)
i renormalizirani naboj
eB = Ze€R (5.94)

Mi smo se veé susreli s renormalizacijom naboja i mase i razmotrili nekoliko standardnih nacina definicije ep i
mpg. U ovom trenutku nema potrebe za specifikacijom renormalizacijske sheme, dovoljno je pretpostaviti da su
renormalizirane veli¢ine konacne. Uvrstavanje (5.9.2)-(5.9.2) u (5.9.1) daje:

L= —%@A,’f — 0 AR +iZy W IR — ZyZoy mp SR — ZeZy/ Zy e WA R 4 pp (595

Radi ekonomicnosti zapisa, od sada nadalje ¢emo izbaciti oznaku R sa renormaliziranih polja. Gola polja ¢emo i dalje
oznacavati s B tako da ne moZe do¢i do zabune.
Pokazuje se spretnim umjesto Z, uvesti konstantnu renormalizacije Z; definiranu s

2\ = ZeZon/ Z3 (5.9.6)
Na taj nacin (5.9.5) postaje
Z R - -
L= —f(auAu — 0 AL)? + 122 b — ZoZymptp — Zieg p A + pp (5.9.7)

Od sada nadalje ¢emo ignorirati parametar ¢p, jer gustoCa energije vakuuma igra pasivnu ulogu u proceduri koja
slijedi.

Sada dolazimo do srediS$nje ideje renormalizirane perturbativne teorije, a ta je da razvijemo renormalizacijske
parametre oko klasi¢nih (drvastih) vrijednosti. Ove su ocito dane s Zo = Z3 = 1, dok zahtjev da er odgovara
klasi¢noj vrijednosti naboja vodi na Z; = 1 na drvastoj razini. Stoga su razvoji oko drvastih vrijednosti dani s:

Z1=1+6; , Zo =146 R Z3 =1+ 03 , I =1+ 0 , (5.9.8)
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Katkada je spretno koristiti parametar Z., za iz (5.9.6) i (5.9.8) slijedi
1
Ze=1408 ,  de=01—0— 0+ O(ek) (5.9.9)

Veli¢ine J, se nazivaju kontraclanovi, a po definiciji su proporcionalne e% (i, kao $to ¢emo vidjeti, sadrZe beskonacni
razvoj u e%).
Uvrstavanje (5.9.8) u lagranzijan (5.9.7) daje

L= —iFWF’“’ + (i — mp)Y — e P AY

R P 4 G162~ (52 + BB — Sren P A (59.10)

Ovo je ishodi$ni lagranzijan za renormaliziranu perturbativnu teoriju.

Razmotrimo pobliZe izraz u (5.9.10). Prvi red s desne strane jednakosti odgovara "klasicnom" lagranZijanu QED
i vodi na Feynmanova pravila koja smo napisali ranije, u kojima na mjestu naboja e figurira er, a na mjestu mase
m figurira mp. Ostatak lagranZijana, koji se nalazi u drugom redu jednakosti, je kusur koji dolazi od kontraclanova.
Ideja renormalizirane perturbativne teorije je da kusur tretira kao dio interakcijskog lagranzijana, pa stoga vodi na
dodatne ¢vorove u Feynmanovim pravilima koje ¢emo nazivati kontra-cvorovi. Ove ¢vorove ¢emo oznaciti krizem X,
i na taj nacin ih razlikovati od "standardnih" ¢vorova.

Primjenom znanja steCenog na kolegiju moZemo konstruirati pravila za kontra-¢vorove u (5.9.10). Tri ¢lana u
drugom redu daju redom sljedeée kontra-¢vorove i njihove doprinose:

= ids(p’n™ —pMp¥) (5.9.11)
= i[pda — (02 4 Om)mEg] (5.9.12)
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